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CHAPITRE PREMIER. 

PRINCIPES. 

Insuffisance du dessin ordinaire. — Représentation d'un point par ses 
projections. — Traces d'un plan. — Projections d'une droite. — Traces 
d'une droite. — Reconnaître si une droite est située dans un plan. — 
Reconnaître si un point est situé dans un plan. — Distance de deux 
points. 

Insuffisance du dessin ordinaire. 

1. Par le dessin linéaire, on représente- les figures planes 
au moyen de figures exactement semblables , avec un rapport 
de similitude donné. Si, sur le dessin, à l'aide de l'échelle con-' 
venue, on mesure avec un compas la distance de deux points 
quelconques, on obtient cette longueur telle qu'elle est dans 
la figure que le dessin a pour but de représenter. De même, 
si l'on mesure avec un rapporteur l'angle de deux droites, on 
obtient la vraie valeur de cet angle. Le dessin linéaire ne 
laisse donc rien à désirer quant aux figures planes. 

Mais il n'en est plus de même pour les figures à trois di- 
mensions. Si l'on voulait représenter une figure à trois dimen- 
sions par une figure exactement semblable, il faudrait con- 
struire un modèle en bois , en métal , ou en plâtre , ce qui 
serait extrêmement long et très-dispendieux. Le dessin ordi- 

1 
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naire, qui est basé sur les principes de la perspective, a pour 
but de produire sur l'œil la même impression que les objets 
réels. Mais la similitude n'est pas conservée dans le dessin 
lui-même : des longueurs égales ne.sont pas représentées sur 
le dessin par des longueurs égales ; elles sont plus ou moins 
réduites, suivant l'inclinaison sous laquelle on les voit; les 
angles sont aussi altérés. La figure 1 représente le dessin 



d'un lavoir; la base du lavoir qui est un carré, est représentée 
sur le dessin par un quadrilatère irrégulier; les angles, qui 
sont droits, par des angles aigus ou obtus ; la longueur et la 
largeur, qui sont égales, sont figurées par des longueurs très- 
différentes. Le côté qui est vu en raccourci est beaucoup plus 
petit que l'autre. Ainsi, le dessin ordinaire, bien qu'atteignant 
parfaitement son but, qui est, comme nous l'avons dit, de 
produire dans l'œil l'image des objets, est tout à fait insuffisant 
quand il s'agit d'une machine ou d'un bâtiment dont on veut 
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représenter exactement les diverses parties. Un dessin ordi- 
naire donnera bien l'idée générale du bâtiment on de la ma- 
chine; en cela il est excellent. Mais ce que l'architecte et l'in- 
génieur se proposent ayant tout, c'est de faire un dessin sur 
lequel on puisse, avec un compas, prendre la mesure exacte 
de toutes les parties, et à laide duquel on puisse par consé- 
quent construire la machine ou le .bâtiment avec toute la pré- 
cision possible. On a recours pour cela à la méthode des 
projections. 



Fig. 2. 




Représentation d'an point par ses projections. 

2. On sait que l'on appelle projection d'un point sur un plan 
le pied de la perpendiculaire abaissée du point sur le plan. 

Ainsi la projection du point A sur un 
plan horizontal LM est le pied a de la 
perpendiculaire Aa, abaissée du point A 
sur ce plan (fig. 2). 

Mais la projection a sur le plan hori- 
zontal ne suffit pas pour déterminer com- 
plètement la position du point A dans 
l'espace; elle apprend seulement que le. 
point A est situé sur la perpendiculaire 
indéfinie élevée au point a. 
Pour déterminer complètement la position du point A, on 
fait usage de deux plans de projection, que Ton choisit ordi- 
nairement perpendiculaires entre eux, l'un horizontal LM, 
l'autre vertical LN. On se représentera trèsrbien les deux plans 
de projection, en supposant que l'un, le plan horizontal, soit 
le sol ou le plancher de la chambre dans laquelle on est placé, 
l'autre un mur vertical. L'intersection LT des deux plans de 
projection, ou la trace du mur vertical sur le sol, porte le 
nom de ligne de terre. Si Ton projette le point A sur ces deux 
plans, au moyen des perpendiculaires A a et A a', les deux 
projections a et a' détermineront complètement la position du 
point A dans l'espace ; car ce point, devant se trouver à la fois 
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sur la perpendiculaire élevée par le point a au plan horizontal 
et sur la perpendiculaire menée par le point a' au plan verti- 
cal, sera à l'intersection de ces deux droites, et par conséquent 
sera parfaitement déterminé. 

Il en est de même d'un corps quelconque. Considérons, par 

exemple, une pyramide triangulaire, dont la base bcd repose 

Fi g . 3. sur le plan horizontal (fig. 3); 

le sommet A se projette en a 
et a'. La base bcd située dans 
le plan horizontal et les deux 
projections a et a' du sommet 
A déterminent complètement la 
pyramide. Les trois arêtes laté- 
rales A ô, A c y Ad de la pyramide 
ont pour projections, sur le 
plan horizontal, les droites 
ab, ac, ad, sur le plan vertical les droites a' V, a' d, d d'. 




Fig. 4. 



5. En général, un corps quelconque sera représenté par 
deux figures planes tracées sur les deux plans de projection. 

Afin de pouvoir tracer ces deux 
figures sur une même feuille 
de papier, on suppose que la 
feuille de papier coïncide avec 
le plan horizontal LM: puis 
on imagine que le plan verti- 
cal LN tourne autour de la 
ligne de terre LT pour se ra- 
battre sur le plan horizontal 
en LM' (fig. 4) de l'autre côté 
de la ligne de terre. Dans ce mouvement du plan vertical, le 
point a', projection verticale du point A de l'espace, décrit un 
quart de cercle et vient se placer en a' dans le plan horizon- 
tal ; les deux projections a et a! du point A de l'espace sont 
alors marquées sur la même feuille de papier comme le 
montre la figure 5. De même, les deux projections de la pyra- 
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Fig. 5. 
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Fig. 6. 



mide triangulaire, étant amenées dans le même plan, pour- 
ront être placées sur la même feuille de papier (fig. 6), et 
constitueront Yèpwre du corps que l'on veut représenter. 

4. Il est à remarquer qu'après le rabattement du plan ver- 
tical de projection sur le plan ho- 
rizontal, les deux projections a 
et a f d'un point quelconque A de 
l'espace sont situées sur une 
même perpendiculaire à la ligne 
de terre. Reportons-nous en effet 
à la figure 4. Du point A de l'es- 
pace on a abaissé des perpendicu- 
laires A a, A a' sur les deux plans 
de projection; considérons le 
plan de ces deux perpendiculai- 
res : ce plan , passant par deux 
droites respectivement perpendi- 
culaires aux deux plans LM et LN,. 
est perpendiculaire à chacun de 
ces deux plans, et par conséquent 
perpendiculaire à leur intersec- 
tion LT (Théorie, liv. V, th. 24). 
Soit a le point où le plan dont il 
s'agit rencontre la ligne de terre LT; ce plan coupe les deux 
plans de projection suivant deux droites «a, a a', qui sont 
toutes deux perpendiculaires à la ligne LT, puisque cette ligne 
est perpendiculaire au plan Aa, qui contient ces deux droites. 
Quand on fait tourner le plan vertical LN autour de la ligne 
de terre LT pour le rabattre sur le plan horizontal, la droite 
aa' reste perpendiculaire à LT, et se place dans le plan hori- 
zontal suivant le prolongement de la perpendiculaire a a. 
Ainsi, dans l'épure, les deux projections a et a' d'un même 
point de l'espace sont situées sur une même perpendicu- 
laire à la ligne de terre (fig. 5) . 
Une autre remarque non moins importante, c'est que la 
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longueur a' a sur l'épure indique à quelle hauteur le point A 
est situé au-dessus du plan horizontal, et la longueur aaà 
quelle distance en avant du plan vertical. En effet, la figure 
kaaa' (fig. 4) est un rectangle; la perpendiculaire A a, qui 
est égale à a'«, mesure l'élévation du point A au-dessus du 
plan horizontal LM; la perpendiculaire A a', qui est égale à 
a oc, mesure de même la distance du point A en avant du plan 
vertical. 

S. Réciproquement, deux points a et a' de l'épure , situés 
sur une même perpendiculaire aaa r (fig. 5) à la ligne de terre, 
peuvent être considérés comme étant les deux projections 
d'un même point de l'espace. Imaginons, en effet, que l'on 
relève le plan vertical en le faisant tourner autour de la 
ligne de terre, pour le ramener dans sa position primitive LN 
(fig. 4). Dans ce mouvement, la droite W reste perpendicu- 
laire à la ligne de terre; les deux droites aa, aa', toutes deux 
perpendiculaires à la ligne de terre au point a, déterminent 
un plan perpendiculaire à cette ligne L T, et par conséquent 
* perpendiculaire à chacun des deux plans de projection. Si par 
le point a on élève une perpendiculaire au plan LM, et par 
le point a! une perpendiculaire au plan LN, ces deux per- 
pendiculaires seront contenues toutes deux dans le plan a<xa 
(Théorie, liv. V, th. 23) ; elles se rencontreront donc, et dé- 
termineront par leur intersection un point A de l'espace ; ce 
point A admet pour projections les deux points donnés a et a\ 

Fi 8- 7 - 6. Mais, si l'on prend deux points 

J 6 ' a et V (fig. 7) non situés sur une 

même perpendiculaire à la ligne de 

__ w , terre, ces deux points ne peuvent pas 

j P T convenir pour représenter un point 

| de l'espace. Supposons en effet les 

i deux points a et V situés sur deux 

a perpendiculaires différentes aa,6'pà 

la ligne de terre. Imaginons, comme précédemment, le plan 
vertical relevé et ramené à sa position primitive LN (fig. 8); 
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Fig. 8. 




les plans a a a', bpb\ menés par les points a et p, perpendicu- 
lairement à la ligne de terre LT, seront parallèles. Si par le 

point a on élève une perpen- 
diculaire au plan horizontal 
LM, et par le point V une per- 
pendiculaire au plan vertical 
LN, la première sera conte- 
nue dans le plan aaa', la se- 
conde dans le plan 6p6' ; les 
deux perpendiculaires, étant 
situées dans des plans paral- 
lèles, ne peuvent se rencon- 
trer. Ainsi, les deux points a et b' ne sont pas les projec- 
tions d'un même point de l'espace. 

Il résulte de ce qui précède que deux points marqués au 
hasard dans les deux plans de projection ne représentent pas, 
en général, un point de l'espace. Il faut pour cela que sur 
l'épure ces deux points soient sur une même perpendiculaire 
à la ligne de terre. 11 importe de bien se rappeler cette con- 
dition : elle est très-utile ; elle abrège beaucoup les opérations 
graphiques et sert de vérification. 

7. Jusqu'ici, nous n avons considéré que les points situés 
dans l'angle dièdre formé par le plan horizontal LM et le 
plan vertical LN; il est facile de comprendre comment le 
même mode de représentation peut être étendu à tous les 
points de l'espace. Imaginons les deux plans de projec- 
tion prolongés indéfiniment (fig. 9), le plan horizontal sui- 
vant LM' derrière la ligne de terre, le plan vertical sui- 
vant LN' au-dessous : ces deux plans formeront alors 
quatre angles dièdres droits comprenant tout l'espace. Afin 
de distinguer ces quatre angles dièdres, on donne au 
premier d'entre eux, celui qui est formé par la partie anté- 
rieure LM du plan horizontal et la partie supérieure LN 
du plan vertical, la qualification à 9 antérieur- supérieur ; le 
point A, situé dans ce premier angle, se projette en a et a'. Le 
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Fig. 9. 




second angle, celui qui est formé par la partie postérieure L M' 

du plan horizontal et la partie supérieure LN du plan verti- 
cal, s'appelle postérieur- supé- 
rieur; le point B, situé dans 
cet angle, a pour projections 
b et V. Le troisième, celui qui 
est formé par la partie posté- 
rieure LM' du plan horizon- 
tal et la partie inférieure LN 
du plan vertical, s'appelle 
postêrieur-infériewr ; le point G, 
situé dans cet angle, se pro- 
jette en c et c\ Enfin, le qua- 
trième, qui est formé par la 
partie antérieure LM du plan 
horizontal et la partie infé- 
rieure LN' du plan vertical, 

s'appelle antérieur-inférieur; le point D, situé dans ce dernier 

angle, a pour projection d et d'. 

8. Quand on fait tourner le plan vertical autour de la ligne 
de terre, pour rabattre la partie supérieure LN de ce plan sur 
la partie postérieure LM' du plan horizontal, comme nous 
l'avons expliqué précédemment, la partie inférieure LN' du 
plan vertical vient en même temps s'appliquer sur la partie 
antérieure LM du plan horizontal. De cette manière, chaque 
portion de la feuille de papier, sur laquelle on construit l'é- 
pure, a une double signification; la ligne de terre LT divise 
ordinairement cette feuille en deux parties égales; la moitié 
qui est en avant représente la partie antérieure LM du plan 
horizontal et aussi la partie inférieure LN' du plan vertical; 
l'autre moitié représente de même la partie postérieure LM' 
du plan horizontal et aussi la moitié supérieure LN du plan 
vertical. 

Afin d'éviter toute confusion, on est convenu de désigner 
par une même lettre les deux projections d'un point, en 
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mettant la lettre simple à la projection horizontale et la même 
lettre accentuée à la projection verticale. 

La figure 10 représente les projections d'un point dans ces 
diverses positions. Les points a et a' sont les deux projections 
d'un point situé dans l'angle antérieur-supérieur, à l m ,50 en 
avant du plan vertical et à l m ,65 au-dessus du plan horizontal 
(a est la projection horizontale, a' la projection verticale*). 

Les points b et V sont les 

Flg. 10. r 

T <r projections d'un point situé 

dans l'angle postérieur-supé- 
rieur, à l m ,l0 en arrière du 
plan vertical et à 1",40 au- 

Y dessus du plan horizontal (6 

est la projection horizontale, 
V la projection verticale.) 
j *a Les points c et c' sont les 

** projections d'un point situé 

dans l'angle postérieur-infé- 
rieur, à l m ,37 en arrière du plan vertical et à l m ,63 au-dessous 
du plan horizontal (c est la projection horizontale, d la pro- 
jection verticale). 

Enfin, d et d' sont les projections d'un point situé dans l'an- 
gle antérieur-inférieur, à l m ,48 en avant du plan vertical et à 
l m ,05 au-dessous du plan horizontal (d est la projection hori- 
zontale, d' la projection verticale). 

On voit par là que le point dans l'espace est situé au-dessus 
ou au-dessous du plan horizontal, suivant que sa projection 
verticale est au-dessus ou au-dessous de la ligne de terre, et 
qu'il est en avant ou en arrière du plan vertical, suivant que 
sa projection horizontale est en avant ou en arrière de la ligne 
de terre. 

9. Remarquons encore le cas particulier où le point donné 



Cette figure et les suivantes ont été construites à l'échelle 0,01. 
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est situé dans l'un des plans de projection. Soit e' (fig. il) 
un point situé dans le plan vertical de projection LN : il est 
pig. a. évident que ce point e' est à lui- 

même sa projection verticale. Si 
de ce point on abaisse une per- 
pendiculaire e'e sur le plan hori- 
zontal LM, cette perpendiculaire, 
étant contenue 1 ' tout entière dans 
le plan vertical LN, tombera en e 
sur la ligne de terre LT; le point 
e' situé dans le plan vertical a 
donc sa projection horizontale en e sur la ligne de terre. Con- 
sidérons de même un point/* situé dans le plan horizontal LM; 
ce point est à lui-même sa projection horizontale ; si de ce 
point f on abaisse une perpendiculaire f sur le plan verti- 
cal LN, cette perpendiculaire, étant contenue dans le plan 
horizontal, tombera en f sur la ligne de terre ; le point /", 
situé dans le plan horizontal, a donc sa projection verticale 
en f sur la ligne de terre. 

Sur l'épure, ces deux points sont représentés comme l'in- 
dique la figure 12. Le point dont les projections sont e et e' est 
Fig. i2. situé dans le plan vertical à l m ,50 

m e> au-dessus du plan horizontal; ce 

point coïncide avec sa projection 
verticale e'. Le point dont les pro- 
jections sont f et f est situé dans 
r le plan horizontal à l m ,34 en avant 
du plan vertical; ce point coïn- 
cide avec sa projection horizon- 
tale. On a marqué encore deux 
autres points sur l'épure : le 
point (g, g') situé dans le plan vertical à l m ,60 au-dessous du 
plan horizontal, et le point (A, A') situé dans le plan horizontal 
à l m ,10 en arrière du plan vertical. 

Il importe, avant d'aller plus loin, de bien se familiariser 
avec la représentation d'an point dans toutes les positions. Un 
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point quelconque étant désigné sur l'épure par ses deux pro- 
jections, il faut que l'esprit conçoive immédiatement la posi- 
tion du point dans l'espace, c'est-à-dire dans quel angle il est 
situé et à quelle distance des deux plans de projection. C'est 
là le principe de la géométrie descriptive. 



Fig. 13. 




Traces d'un plan. 

10. On représente ordinairement un plan par ses traces sur 

les deux plans de projection, c'est- 
à-dire parles droites suivant les- 
quelles il coupe les deux plans 
de projection. 

Ainsi le plan BAC (fig. 13) sera 
représenté par sa trace horizon- 
tale A B et sa trace verticale AC. 
On comprend en effet que ces 
deux droites déterminent com- 
plètement la position du plan. 

Fi e- 14 « Après le rabattement du plan 

vertical LN sur le plan horizon- 
tal, les deux traces du plan pro- 
T posé occupent sur l'épure la po- 
sition indiquée par la figure 14. 
On se rendra très-bien compte 
de la position du plan en imagi- 
nant le plan vertical de projection relevé et concevant le plan 
Fig. i5. qui passe par les deux traces AB 

c etAC. 

il. Examinons quelques cas 
particuliers. Quand un plan est 
perpendiculaire au plan hori- 
zontal, sa trace verticale A G 
(fig. 15) est perpendiculaire à la ligne de terre: car cette 
trace, intersection de deux plans perpendiculaires au plan 
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horizontal, savoir, le plan vertical de projection et le plan 
Fi «- 16 - proposé , est perpendiculaire à ce 

même plan et par conséquent per- 
pendiculaire à la ligne de terre LT. 
L'angle plan BAL mesure l'angle 
dièdre que forme le plan proposé 
avec le plan vertical de projection, 
angle dont l'arête est AC. 

De même, quand un plan est per- 
pendiculaire au plan vertical de pro- 
jection, sa trace horizontale AB (fig. 16) est perpendiculaire à 
la ligne de terre : car cette trace, intersection de deux plans 
perpendiculaires au plan vertical, savoir, le plan horizontal 
et le plan proposé, est perpendiculaire à ce même plan et 
par conséquent perpendiculaire à la ligne de terre LT. L'an- 
gle plan CAT mesure l'inclinaison du plan proposé sur le 
plan horizontal. 

Quand un plan est perpendiculaire à la fois aux deux plans 
de projection, et par suite à la ligne de terre, ses deux tra- 
ces sont perpendiculaires à la ligne de terre. 

Si le plan proposé devient parallèle à la ligne de terre, le 

point où il coupe la ligne de terre s'éloigne à l'infini, et ses 

Fig. 17. traces AB, CD' (fig. 17) deviennent 

toutes deux parallèles à la ligne de 
terre. 

Si le plan devient parallèle au 
plan horizontal, sa trace horizon- 
* * taie, s'éloignant à l'infini, dispa- 

raît; il n'y a plus qu'une trace, la trace verticale CD' (fig. 18), 

Fig - 18 - qui est parallèle â la ligne de 

c D ' terre, et dont la distance à cette 

„ - ligne mesure la distance du plan 

proposé au plan horizontal. 
De même, lorsque le plan devient parallèle au plan vertical 
de projection, sa trace verticale, s'éloignant à l'infini, dis- 
paraît ; il n'y a plus qu'une trace, la trace horizontale A R 
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B 



(fîg. 19), qui est parallèle à la ligne de Cerre, et dont la 

Fi 6 . 19. distance à cette ligne mesure la 

-j; — distance du plan proposé au plan 

vertical. 
Il est un cas où les traces d'un 

plan ne le déterminent pas com- 
plètement, c'est lorsque le plan passe par la ligne de terre. 
Alors les deux traces coïncident avec la ligne de terre, et 
le plan peut tourner à volonté autour de cette ligne. Pour 
achever la détermination du plan , on pourra se donner un 
point de ce plan par ses projections. 




B 



Projections d'une droite. 

12. On appelle en général projection d'une ligne sur un 

plan le lieu des projections des différents points de cette ligne. 

Fig. 2o. Lorsque la ligne est droite, il est 

aisé de voir que sa projection est 
droite : car, si des différents points 
d'une droite AB (fig. 20) on abaisse 
des perpendiculaires sur un plan 
MN, toutes ces perpendiculaires 
sont situées dans un même plan 
perpendiculaire au plan MN (Théo- 
rie, liv. V, th. 23); la projection de la droite AB est la trace 




Fig. 21. 



Fig. 23. 





a v 



ab de ce plan perpendiculaire, ou plan projetant, sur le 
plan MN; c'est donc une ligne droite. 



14 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

ta 

En géométrie descriptive, on représente une droite par ses 
deux projections a b, a'b' sur les deux plans fixes (fig. 21 
et 22). 

Si par la projection horizontale ab on mène un plan per- 
pendiculaire au plan horizontal LM, et par la projection 
verticale a'b' un plan perpendiculaire au plan vertical LN, 
l'intersection de ces deux plans projetants donnera la droite 
dans l'espace. 

Traces d'une droite. 

15. On appelte trace d'une droite sur l'un des plans de pro- 
jection le point où elle perce ce plan. Quand on connaît les 
projections d'une droite sur les deux plans, il est facile de 
trouver ses traces. 

Soient a &, db' (fig. 22) les deux projections de la droite. Si 
par la projection horizontale ab on élève un plan perpendicu- 
laire au plan horizontal de projection, ce plan aura pour 
trace horizontale la droite a 6, et pour trace verticale la 
droite bb\ perpendiculaire à la ligne de terre, puisqu'il est 
perpendiculaire au plan horizontal. De même, si par la pro- 
jection verticale a 1 b' on mène un plan perpendiculaire au 
plan vertical de projection, ce plan aura pour trace verticale 
la droite a' V, et pour trace horizontale la droite a' a perpen- 
diculaire à la ligne de terre. L'intersection des deux plans 
projetants abb\ aa 4 b f donne la droite proposée. Or, les traces 
horizontales 5 a, al a de ces deux plans se coupent au point a; 
ce point appartient à la droite d'intersection ; il est situé dans 
le plan horizontal ; c'est donc la trace horizontale de la droite, 
c'est-à-dire le point où elle perce le plan horizontal. De même 
les traces verticales bb\ a'b' des deux plans projetants se 
coupent au point b'\ ce point, appartenant à la droite d'inter- 
section et étant situé dans le plan vertical, est la trace verti- 
cale de la droite, c'est-à-dire le point où elle perce le plan 
vertical de projection. 

Ainsi,' pour avoir la trace horizontale d'une droite, prolongez la 
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projection verticale jusquà sa rencontre en a' avec la ligne de 
terre; en ce point élevez une perpendiculaire a! a. à la ligne de terre; 
le point a, où cette perpendiculaire rencontre la projection horizon- 
tale, est la trace horizontale de la droite. De même, pour avoir la 
trace verticale, prolongez la projection horizontale jusqu'à sa ren- 
contre en b avec la ligne de terre; en ce point, élevez une perpen- 
diculaire W à la ligne de terre; le point b', où cette perpendi- 
culaire rencontre la projection verticale, est la trace verticale de la 
droite. 

Réciproquement, quand on connaît les deux traces d'une 
droite, on obtient facilement ses projections. La trace ho- 
rizontale a se projette en a' , la trace verticale b' en b, 
sur la ligne de terre. On connaît ainsi deux points de la 
droite par leurs projections ; il suffit de mener les droites 
a b, a!V. 



Fig. 23. 



i4. Dans l'exemple précédent , la portion a V de la droite 
comprise entre les deux traces est située dans l'angle anté- 
rieur-supérieur. Pour un observateur placé dans ce premier 
angle, cette partie est visible, on Fa marquée en ligne pleine; 
le prolongement au-dessous du plan horizontal, ou en ar- 
rière du plan vertical, étant invisible, est marqué en ligne 
ponctuée. 
Dans la figure 23, la portion de la droite comprise entre la 

trace horizontale a et la trace 
verticale b 1 est située dans l'an- 
gle antérieur -inférieur; cette 
partie, étant invisible, a été 
ponctuée, tandis que la partie 
indéfinie ae, aV, située dans l'an- 
gle antérieur- supérieur, est visi- 
ble et marquée en ligne pleine. 

i 
iS. Lorsqu'une droite est pa- 
rallèle au plan horizontal, le plan qui la projette sur le plan 
vertical étant parallèle au plan horizontal, sa projection ver- 
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ticale dV (fig/24) est parallèle à la ligne de terre. La trace 

horizontale de la droite s'est éloignée à l'infini. Quant à la 

Fig. 24. trace verticale a' f on l'obtient, 

comme à l'ordinaire, en prolon- 
geant la projection horizontale 
a b jusqu'à la ligne de terre et 
élevant au point a une perpen- 
diculaire à la ligne de terre. On 
se représentera la droite en ima- 
ginant le plan vertical relevé et concevant par le point a' une 
parallèle à la projection horizontale ab. 

Quand la droite est parallèle à la ligne de terre, ses deux 
projections sont parallèles à la ligne de terre, et ses deux 
traces se sont éloignées à l'infini. 

16. Il est un cas où la droite n'est pas complètement dé- 
finie par ses deux projections : c'est lorsqu'elle est située dans 
un plan perpendiculaire à la ligne de terre. Alors les deux 
projections ab y a'V sont perpendiculaires à la ligne de terre 
et sur le prolongement l'une de l'autre (fig. 25); les deux 



Fig. 25. 



Fig. 20. 





plans projetants coïncident, et il y a indétermination. Dans ce 
cas, on pourra définir la droite en se donnant deux de ses 
points (a, a'), (b, b*) par leurs projections. Pf oposons-nous de 
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trouver les traces de la droite. Cette droite est située dans un 
plan c«d' perpendiculaire à la ligne de terre; faisons tourner 
ce plan autour de sa trace horizontale «c pour le rabattre sur 
le plan horizontal (voyez la figure 26, qui aidera à comprendre 
le raisonnement) ; le point A est situé sur une verticale a A 
élevée au point a et à une hauteur au-dessus du plan hori- 
zontal égale à a a'; dans le mouvement du plan, cette droite 
a A reste perpendiculaire à «c et se rabat suivant une droite 
aAi perpendiculaire à «c; sur cette droite, on prendra une 
longueur aAi égale à «a', et l'on aura le rabattement A 1 
du point A de la droite proposée. De même, le point B est 
situé sur une verticale 6B, élevée en b et à une hauteur égale 
àa&'; cette droite 6B se rabat suivant une droite 6B1, per- 
pendiculaire à olc et égale à a 6'; on a ainsi le rabatte- 
ment B» d'un second point B de la droite. Si Ton joint les 
deux points Ai et B«, on aura le rabattement de la droite pro- 
posée. 

Prolongeons la droite AiBi rabattue jusqu'à sa rencontre, 
d'une part en c avec sa projection horizontale ac, d'autre 
part en d\ avec la ligne de terre LT. Concevons maintenant 
qu'on relève le plan projetant en le faisant tourner au- 
tour de «c, pour ramener la droite à sa vraie position dans 
l'espace. Dans ce mouvement, le point c, qui est sur Taxe de 
rotation, reste immobile , et la droite décrit un cône dont le 
point c est le sommet; la droite perce donc le plan horizon- 
tal au point c ; ce point est la trace horizontale. D'autre part, 
le point d'i décrit dans le plan vertical un quart de cercle d\d' 
ayant a pour centre, et vient se placer en d'; la droite perce 
donc le plan vertical au point d'\ ce point est la trace 
verticale. 

Reconnaître si une droite est située dans un plan donné. 

17. Lorsqu'une droite est située dans un plan donné, il est 
clair que la trace de la droite sur l'un quelconque des plans 
de projection appartient à la trace du plan. Réciproquement, 

2 
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lorsque les traces d'une droite sur les deux plans de projec- 
Fi «- 27 - tion appartiennent respectivement 

aux traces d'un plan, la droite, 
ayant deux points dans le plan, est 
située tout entière dans ce plan. 
Ainsi, la droite (a 6, a'b') est située 
dans le plan ABC (fig. 27), puis- 
que les traces a et V de la droite 
appartiennent respectivement aux 
traces du plan. 




Fig. 28. 



Droites situées dans un plan donné et parallèles à l'un des plans 

de projection. 

18. Parmi les droites situées dans un môme plan, il est bon 
de remarquer celles qui sont parallèles à l'un des plans de 
projection. Considérons d'abord une droite parallèle au plan 
horizontal. On sait (n° 18) que la projection verticale a'b' de 

la droite est parallèle à la ligne de 
terre (fig. 28) ; la projection hori- 
zontale a b est parallèle à la trace 
horizontale BA du plan donné; 
car les deux droites ab et BA, in- 
tersections du plan horizontal par 
deux plans menés par la droite 
donnée, sont parallèles à cette 
droite, et par conséquent paral- 
lèles entre elles (Théorie , liv. V, 
th. 12). Réciproquement, lors- 
qu'une droite horizontale a sa 
trace verticale a! sur la trace verticale d'un plan ABC, et sa 
projection horizontale ab parallèle à la trace horizontale BA 
du plan, elle est contenue dans ce plan; car elle a un point a' 
dans le plan, et elle est parallèle à la droite a b et par suite à 
la droite BA située dans le plan. 
De même, une droite parallèle au plan vertical et qui a par 
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conséquent sa projection horizontale cd parallèle à la ligne 
de terre, est contenue dans le plan ABC, lorsqu'elle a sa trace 
horizontale c située sur la trace horizontale du plan et sa pro- 
jection verticale c'd* parallèle à la trace verticale BC du plan. 

Ligne de plus grande pente. 

19. Parmi les droites qu'on peut mener par un point dans 
Fig 29 un plan, celle qui fait avec le plan 

"horizontal l'angle le plus grand s'ap- 
pelle ligne de plus grande pente. 

Soient M le plan horizontal, N un 
plan quelconque coupant le premier 
suivant la droite CD (fig. 29). Du 
point A, pris dans le plan N, abais- 
sons une perpendiculaire AP sur le 
plan M, et du pied P menons dans le 
plan M une droite PB perpendicu- 
laire à CD; on sait que la droite AB est aussi perpendiculaire 
à CD. L'angle ABP qu'elle fait avec sa projection mesure l'in- 
clinaison de cette droite sur le plan horizontal (Théorie, liv. V, 
th. 26). Je dis que la droite AB est la ligne de plus grande 
pente. En effet, menons par le point A dans le plan N une 
droite quelconque AE, l'inclinaison de cette droite sur le plan 
horizontal est mesurée par l'angle AEP. Si l'on fait tourner 
le triangle rectangle APE autour de la droite AP pour l'ame- 
ner sur le plan A PB, l'oblique PE étant plus grande que la 
perpendiculaire PB, le point E se place en F sur le prolonge- 
ment de PB, et la droite AE vient en AF. L'angle ABP, exté- 
rieur au triangle ABF, est égal à la somme des deux angles 
AFP etBAF; il est donc plus grand que l'angle AFP. Ainsi la 
droite AB, qui est perpendiculaire à l'horizontale CD du plan, 
ou à sa parallèle G H menée par le point A, est la ligne de plus 
grande pente. 

On peut remarquer que deux droites AE, AE', situées dans 
le plan N et également inclinées sur la ligne de plus grande 
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pente, font des angles égaux avec le plan horizontal. Si l'on 
imagine que la droite AE tourne autour du point A, dans le 
plan N, en s'écartant de plus en plus de la ligne de plus grande 
pente, l'angle qu'elle fait avec le plan horizontal va en dimi- 
nuant d'une manière continue; lorsque cette droite coïncide 
avec l'horizontale G H, l'angle est nul. 

Reconnaître si un point est situé dans un plan donné. 

20. Soient ABC (fig. 30) le plan donné, m la projection ho- 
rizontale du point M de l'espace. Par le point M j'imagine une 
droite quelconque située dans le plan donné et ayant pour 
projection horizontale une droite a b passant par le point m; 
cette droite a pour trace horizontale l'intersection a de sapro-. 
jection horizontale et de la trace horizontale du plan; elle a 
pour trace verticale l'intersection b* de la trace verticale du 
plan et de la perpendiculaire à la ligne de terre au point b où 
cette ligne est coupée par la projection horizontale de la droite ; 
la projection verticale de cette droite est donc a' b'; elle doit 
passer par le point m', projection verticale du point M. 
Au lieu de mener par le point M, dans le plan ABC, une 

droite quelconque, il est plus sim- 
ple de mener une droite parallèle 
à l'un des plans de projection. La 
droite menée par le point M, dans 
le plan ABC, parallèlement au 
plan horizontal, a pour projec- 
tion horizontale la parallèle cd 
menée par le point m à la trace 
horizontale BA du plan; sa trace 
verticale c' est à l'intersection de 
la trace verticale du plan et de 
la perpendiculaire à la ligne de terre au point c où cette 
ligne est rencontrée par la droite cd; la projection verticale de 
la droite est la parallèle c' d' à la ligne de terre menée par le 
point c' ; elle doit passer par le point m\ On emploierait de 
même la parallèle (fg, ftf) au plan vertical. 



Fig. 30. 
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Nous avons dit que, pour reconnaître qu'une droite est située 
dans un plan , on s'assure que les traces de la droite appar- 
tiennent respectivement aux traces du plan. Mais cette vérifi- 
cation est impossible lorsque les traces de la droite, ou Tune 
d'elles seulement, sont en dehors des limites de l'épure. Dans 
ce cas , on prendra deux points quelconques de la droite , et 
on s'assurera que ces points sont situés dans le plan, en me- 
nant par chacun d'eux une parallèle à l'une des traces du 
plan. 



CHAPITRE II. 



PROBLEMES SUR LA LIGNE DROITE ET LE PLAN 



Distance de deux points. — Mener un plan par deux droites qui se cou- 
pent. — Par trois points non en ligne droite faire passer un pian. — 
Plans parallèles. — Par un point mener un plan parallèle à un plan 
donné. — Par un point mener un plan parallèle à deux droites données. 
— Trouver l'intersection de deux plans. — Trouver Fintersection d'une 
droite et d'un plan, — Droite perpendiculaire à un plan. — Par un 
point mener une droite perpendiculaire à un plan donné, et trouver la 
distance du point au plan. — Par un point mener un plan perpendicu- 
laire à une droite donnée, et trouver la distance du point à la droite. 



Problème I. 
21. Trouver la distance de deux points. 

Considérons d'abord un cas particulier très-simple, celui où 

Fig. 3i. la droite qui joint les deux points 

y donnés (a, a'), (6, V) est parallèle à 

l'un des plans de projection, par 

a r ^ ! exemple au plan vertical (fig. 31). 

! Dans ce cas la projection horizontale 

~; \ f a b est parallèle à la ligne de terre, 

et la droite AB dans l'espace est pa- 
b rallèle à sa projection verticale a'V; 

elle se projette donc en vraie grandeur suivant a'V. 

Supposons maintenant que la droite A B occupe une position 
quelconque dans l'espace (fig. 32). Considérons le plan vertical 

> 

élevé par la projection horizontale ab: ce plan contient la 
droite AB; c'est le plan qui la projette sur le plan horizontal. 
Faisons tourner ce plan autour de la ligne ab pour le rabattre 
sur le plan horizontal (voyez la figure 33). Le point A est sur 
la verticale élevée en a, à une hauteur égale à aa; dans le ra- 
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battement, cette droite se place en a Ai, perpendiculairement 
à a b, dans le plan horizontal ; si Ton prend a Ai égale à aa', on a 



Fig. 32. 



Fig. 33. 





le point A t , rabattement du point A. De même, le point B est 
sur la verticale élevée en b à une hauteur égale à p&'; cette ver- 
ticale se rabat en &B t , perpendiculairement à ab. Si l'on joint 
AiB ft , on a le rabattement de la droite AB. Telle est la distance 
des deux points donnés. 
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22. Trouver sur une droite un point dont la distance à un 
point donné de la droite soit égale à une longueur donnée. 

m 

Soient (ab, a'V) les projections de la droite, (a, a) les pro- 
jections du point donné (6g. 3-2) ; prenons un second point 
quelconque (6, V) sur la droite , et faisons encore tourner le 
plan qui projette la droite sur le plan horizontal autour de sa 
trace horizontale ab, pour le rabattre sur le plan horizontal. 
Les points A et B viennent se placer en A ft et B, et la droite AB 
s'applique sur la droite Ai B, . Prenons sur Ai B t à partir du 
point Ai une longueur Ai C ft égale à la longueur donnée , et 
imaginons que le plan rabattu tourne autour de a b pour re- 
prendre sa première position ; dans ce mouvement la droite 
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e d reste perpendiculaire à a b> et quand le plan a repris sa 
position verticale, cette droite devient elle-même verticale, de 
sorte que c est la projection horizontale du point C. Dne per- 
pendiculaire à la ligne de terre menée par le point c déter- 
mine la projection verticale c'. 

25. Remarque. Dans la figure précédente, les deux points 
, Fi «- 34 - donnés sont situés d'un même 

j\ côté du plan horizontal. Suppo- 

! \ sons que le point (a, a') soit au- 

I \c' P dessus du plan horizontal, le 

point (b, V) au-dessous (fig. 34). 
Si nous rabattons le plan vertical 
', projetant, en le faisant tourner 
autour de ab, de manière que la 
partie supérieure de ce plan 
s'applique sur le plan horizontal en avant de la ligne a 6, la 
verticale ak se rabattra suivant aA t ; mais la verticale 6B, qui 
est égale à pb\ étant située au-dessous du plan horizontal, se 
rabattra en sens inverse suivant 6Bi. En joignant Ai B lf on a la 
distance cherchée. 

Il est bon de remarquer ici que la droite AB, après son ra- 
battement, passe toujours par sa trace horizontale c. Car cette 
droite, dans son mouvement autour de ab, décrit un cône dont 
le point c est le sommet ; cette remarque servira de vérifi- 
cation. 

Problème III. 

24. Mener un plan par deux droites qui se coupent. 

Soient (a b, a!V), (cd, c'd') les deux droites données (fig. 35). 
Si ces droites se coupent en un point M de l'espace, ce point 
aura sa projection horizontale en m, à l'intersection des projec- 
tions horizontales des droites, et sa projection verticale en m', 
à l'intersection des projections verticales ; les deux points m 
et m', étant les projections d'un point M de l'espace, devront 
être situés sur une même perpendiculaire à la ligne de terre 
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Fig. 35. 



(n* 4) ; c'est ainsi que l'on reconnaît que deux droites se cou- 
pent. Déterminons les traces a 
et b' de la première droite, les 
traces c et d' de la seconde. La 
trace horizontale du plan des 
deux droites, contenant les 
traces horizontales a et c des 
deux droites, est la droite ac; 
de même, la trace verticale 
du plan , contenant les traces 
verticales V et d' des deux 
droites , est la droite b'd'. 
Remarquons , comme véri- 
fication, que les deux traces ac, b'd' du plan cherché ABC 
doivent couper la ligne de terre en un même point B. 

Si Tune des droites données avait ses traces situées en de- 
hors des limites de l'épure, on la remplacerait par une nou- 
velle droite ayant un point sur chacune des deux premières, 
et par conséquent située aussi dans le plan. 




Problème IV. 

25. Par trois points non en ligne droite faire passer un plan. 

Fi s- 3«. Soient (m, m'), (n, n'), (p, p') 

les troispoints donnés (fig. 36). 
Le plan cherché contenant les 
droites (ron, m'n') } (mp, m'p') y 
sa trace horizontale passe par 
les traces horizontales a et c 
Y de ces lignes, sa trace verti- 
cale par les traces verticales 
V et à! des mêmes lignes ; les 
droites ac, b'd' sont donc les 
traces du plan cherché. Gomme 

vérification, ces lignes doivent couper la ligne de terre en un 

même point. 
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Plans parallèles. 

86. Les intersections (Théorie, liv. V, th. 15) de deux plans 
parallèles par un troisième étant parallèles, les traces de deux 

plans parallèles sur le même plan de 
projection sont parallèles ; ainsi deux 
plans parallèles ABC, DEP (fig. 37) 
ont leurs traces horizontales paral- 
lèles et leurs traces verticales paral- 
lèles. 

Si les plans coupent la ligne de 
terre, la réciproque est vraie : Deux 
plans ABC, DE F, qui coupent la ligne de terre, et qui ont leurs 
traces respectivement parallèles, sont parallèles,; car si l'on ima- 
gine le plan vertical de projection relevé, les deux angles ABC, 
DEF, ayant leurs côtés respectivement parallèles, leurs plans 
sont parallèles (Théorie , liv. V, th. 17). Mais, quand les plans 
sont parallèles à la ligne de terre, leurs traces étant respec- 
tivement parallèles à la ligne de terre, sont parallèles entre 
elles, et cependant en général les plans ne sont pas parallèles. 
S'ils se coupent, la droite d'intersection est parallèle à la ligne 

de terre. 

Problème V. 

27. Par un point metner un plan parallèle à un plan donné. 

m 

Fig. 38. 



t. B 




Proposons-nous de mener par le point (m, m 1 ) un plan pa- 
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rallèle au plan ABC (fig. 38). Les traces du plan cherché étant 
parallèles aux traces du plan ABC, il suffît, pour les déter- 
miner, de trouver un point de chacune d'elles. Prenons dans 
le plan ABC une droite quelconque (a 6, «'&'); par le point 
(m, m') menons une parallèle (me, m'e') à cette ligne; cette 
parallèle étant située dans le plan cherché, ses traces c, ci' ap- 
partiennent aux traces du plan ; si donc par les points c et d' 
on mène des parallèles DE, FE aux traces du plan donné, on 
aura les traces du plan cherché. Gomme vérification, ces traces 
devront couper la ligne de terre en un même point. 

Problâme YI. 

fiS. Par un point mener un plan parallèle à deux droites don- 
nées. 

Soient (m, m') le point donné, (ab } a' &'), (cd, c'd') les deux 
droites données (fig. 59). Par le point (m, m') menons des pa- 




rallèles {fg % /y), (hk, h'k') aux deux droites données. Le plan 
demandé est le plan de ces deux droites ; sa trace horizontale 
passe par les traces horizontales f, k de ces lignes, sa trace 
verticale par leurs traces verticales g', h'. Comme vérification, 
les droites fk, h!g* doivent couper la ligne de terre en un 
même point. 
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Problème VII. 

29. Trouver l'intersection de deux plans. 

Soient ABC, DEP (fi g. 40) les deux plans donnés, a le point 

d'intersection de leurs traces ho- 
rizontales, V le point d'intersec- 
tion de leurs traces verticales. Le 
point a, appartenante la fois aux 
deux plans, est la trace hori- 
zontale de la droite d'intersec- 
tion; de même le point V en est 
la trace verticale. Ces traces se 
projettent sur la ligne de terre, 
la première en a', la seconde en 

■ 

6; pour avoir les projections de 
la droite d'intersection, il suffit de mener les droites ab, a'b\ 




Cas particuliers. 

30. Supposons que les deux plans donnés ABC, DEF (fig. 41) 
aient leurs traces horizontales parallèles. Le point V, où se 

coupent les traces verticales, ap- 
partient à la droite d'interèec- 
tion des deux plans. Si par le 
point V on mène une droite pa- 
rallèle aux droites B A, ED, cette ' 
droite sera contenue dans cha- 
cun des deux plans donnés, et 
par conséquent coïncidera avec 
leur intersection ; on en conclut 
que la droite d'intersection des 
deux plans donnés est parallèle à leurs traces horizontales ; 
c'est donc une droite horizontale, dont la projection verticale 
b'a' est parallèle à la ligne de terre, et la projection horizon- 
tale ba parallèle aux traces horizontales des plans. 
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Ceci résulte d'ailleurs de la construction générale ; car, si 
Ton se reporte à la figure 40, et que Ton fasse tourner la trace 
horizontale ED de l'un des plans autour du point E, jusqu'à 
ce qu'elle devienne parallèle à la trace BA de l'autre plan, le 
point a s'éloigne indéfiniment sur BA, et la projection hori- 
zontale de l'intersection devient parallèle à BA; en même 
temps, la projection verticale a! du point a s'éloigne indéfini- 
ment sur la ligne de terre, et la projection verticale b'a' de 
l'intersection devient parallèle à la ligne de terre. 

51. Supposons maintenant les deux plans donnés parallèles 
à la ligne de terre. Soient AB, CD' les traces du premier plan, 
EF, G' H' celles du second (fig. 42). Les plans étant tous deux 

parallèles à la ligne de terre, 
leur intersection est parallèle 
à cette même ligne (Théorie, 
liv. V, th. 13)- t il suffit donc, 
pour déterminer la droite 
d'intersection , de trouver un 
de ses points. Prenons un 
plan auxiliaire quelconque 
MNP; ce plan coupe les deux 
plans donnés : le premier sui- 
vant la droite (a&, a'& ; ), le se- 
cond suivant la droite (cd, c'd') ; ces deux droites, étant situées 
dans le même plan MNP, se coupent en un point (o, o'), qui, 
appartenant à la fois aux deux plans donnés , est un point 
de leur intersection; si par les points o et o 1 on mène des 
parallèles mn, m'ri à la ligne de terre, on aura les projec- 
tions de la droite cherchée. 




52. Nous examinerons enfin le cas où l'un des plans passe 
par la ligne de terre et un point donné (m, m'), l'autre étant un 
plan quelconque ABC (fig. 43). Le point B, où ce second plan 
coupe la ligne de terre, appartient évidemment à la droite d'in- 
tersection des deux plans ; il reste à trouver un second point de 
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cette droite. Par le point Cm, m') menons un plan DE parallèle 

au plan horizontal; ce plan 
coupe le pian ABC suivant une 
horizontale (np, n'p') 9 et le 
plan**nené par la ligne de 
terre et le point (m, m r ) sui- 
vant une parallèle à la ligne 
de terre (mp, m f p r ). Le point 
de rencontre (p, p f ) de ces 
deux lignes appartient aux 
deux plans donnés. La droite 
d'intersection demandée pas- 
sant par les deux points B et P, a pour projections Bp, Bp'. 

53. Remarque. La méthode générale, pour trouver Tinter- 
section de deux plans, consiste à chercher deux points de la 
droite d'intersection. Dans le cas général, lorsque les traces 
des plans se coupent respectivement dans les limites de Té- 
pure, on a de suite les traces de la droite cherchée. Si les 
traces des plans ne se rencontraient pas dans les limites de Té- 
pure, on couperait les deux plans par un plan auxiliaire con- 
venablement choisi ; le point commun aux deux droites d'in- 
tersection serait un point de la ligne cherchée. Un second plan 
auxiliaire donnerait un autre point de cette même ligne. 




Problème VIII. 

54. Trouver le point d'intersection d'une droite et d'un plan. 

Pour résoudre ce problème, par la droite donnée on fait 
passer un plan quelconque, on cherche la droite suivant la- 
quelle ce plan coupe le plan donné; cette droite et la droite 
donnée, étant situées toutes deux dans le plan auxiliaire, se 
rencontrent, et leur point d'intersection, appartenant à la fois 
à la droite donnée et au plan donné, est le point où cette 
droite perce le plan. 
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Fig. 44. 




Soient ABC le plan donné, (ab, a' V) la droite donnée (fig. 44). 
Considérons le plan qui projette la droite donnée sur le plan 

horizontal; ce plan a pour 
trace horizontale a b, et pour 
trace verticale la perpendicu- 
laire dd' à la ligne de terre 
au point où la droite ab ren- 
contre cette ligne ; il coupe le 
plan donné suivant la droite 
(cd, c'd'). Les deux droites 
(ab, a'V), (cd, c'd') y situées 
dans le même plan vertical 
cdd\ se coupent en un point, 
qui a pour projection verti- 
cale le point de rencontre m' des projections verticales des 
deux lignes, et pour projection horizontale le point d'inter- 
section m de la projection horizontale commune cd des deux 
lignes et de la perpendiculaire à la ligne de terre menée par 
le point m'. On a ainsi le point (m, m') où la droite donnée 

perce le plan donné. 

* 

55. Remarque. Lorsque le plan donné est perpendiculaire 

à Fun des plans de projection, 
on obtient immédiatement le 
point cherché. Supposons par 
exemple le plan ABC (fig. 45), 
perpendiculaire au plan ho- 
rizontal ; tout point de ce plan 
se projetant horizontalement 
sur la trace a b y il est clair 
que la projection horizontale 
m du point d'intersection de 
la droite et du plan est à 
F intersection de la projec- 
tion horizontale ab de la 



Fig. 4S. 




droite et. de la trace AB du plan. 
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Cas particuliers. 

56. Considérons en particulier le cas où le plan donné 
Fig. 46. passe par la ligne de terre et 

le point (m, m'), la droite don- 
née étant une droite quel- 
conque (ab 9 a'V). 

Le plan qui projette la droite 
sur le plan horizontal coupe 
le plan donné suivant la droite 
(an, an')\ cette droite ren- 
contre la droite donnée au 
point (p, p') qui est le point 
cherché. 




37. Examinons encore le cas où le plan donné passe par 
la ligne de terre et le point (m, m'), et où la droite donnée 

Fi «- 47 - est située dans un plan per- 

pendiculaire à la ligne de terre 
et passe par les deux points 
(a, a'), (b, b') (fig. 47). Le plan 
mené par la droite donnée, 
perpendiculairement à la ligne 
de terre, a pour traces «a, a a'. 
Cherchons d'abord l'intersec- 
tion de ce plan et du plan 
donné. Le point a appartient 
aux deux plans ; la droite me- 
née par le point (m, m'), pa- 
rallèlement à la ligne de terre, et qui est contenue dans le 
plan donné, perce le plan axa' en un point (n, n') qui appar- 
tient aussi' aux deux plans; leur intersection est donc la droite 
«N. Cette droite et la droite donnée, étant situées toutes deux 
dans le même plan a*a\ se coupent en un point qui est évi- 
demment le point cherché. Pour trouver le point d'intersec- 
tion de ces deux droites, je fais tourner le plan axa' autour 
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de sa trace horizontale a oc, pour le rabattre sur le plan hori- 
zontal; la droite qui passe par les points (a, a'), (b, V) se ra- 
bat suivant AiB,; la droite <%N se rabat suivant «Ni ; les droites 
rabattues se coupent au point Pi , qui, lorsque le plan rabattu 
est ramené à sa première position, se projette en (p, p') ; le 
point (p, p') est le point cherché. 

Problème IX. 

58. Trouver le point d'intersection d'une droite et d f un plan 
défini par deux droites qui se coupent. 

Soient (ab f a'V) (Qg. 48) les projections de la droite don- 
née (oc, oV), (od, o'd!) les projections de deux droites qui se 

Fig. 48. coupent au point 

(o, o r ), et déterminent 
ainsi un plan P. 
On pourrait d'abord 
chercher les traces 
du plan P et opérer 
comme précédem- 
ment; mais on peut 
se dispenser de con- 
struire ces traces. 
On considère le plan 
qui projette la droite 
sur l'un des plans de projection, par exemple sur le plan ho- 
rizontal; ce plan coupe les droites (oc, oV), (od, o'd'), aux 
points (e,e'), (f y f)\ et, par conséquent, il coupe le plan P sui- 
vant la droite (ef, e'f). Le point (m, m') où cette droite ren- 
contre la droite donnée est le point cherché. 




i 



Problème X. 

39. Trouver ^intersection de deux plans définis chacun par deux 
droites qui se coupent. 

Appelons P le plan défini par les deux droites (oa, oV), 

3 
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(ob, o'V) qui se coupent au point (0, 0') (fig. 49), et Q le plan 
défini par les deux droites (ic, i'c') t (id, Vd 9 ) qui se coupent 




au point (i 9 V). La méthode employée dans le problème pré- 
cédent permet d'obtenir l'intersection de ces deux plans sans 
construire leurs traces. On cherche les points (m, m'), (n, n'), 
où le plan P coupe les droites {ic, iV), (id> i'd'); la droite 
(mn,m'n') est la droite d'intersection des deux plans. 

Dans l'épure, pour obtenir le point (m, m') nous nous 
sommes servi du plan qui projette la droite (ic, iV) sur le 
plan horizontal, et pour obtenir le point (n,n') du plan qui 
projette la droite (id i'd 1 ) sur le plan vertical. 

Cette méthode peut être appliquée aussi quand les plans 
sont définis par leurs traces, et que ces traces se coupent en 
dehors des limites de l'épure. On prend alors dans chaque 
plan deux droites quelconques, et on choisit de préférence 
des droites horizontales, ou des droites parallèles au plan 
vertical. 

Droite perpendiculaire à un plan. 

40. Nous démontrerons d'abord que, lorsqu'une droite est 
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perpendiculaire à wn plan, les projections de la droite sont respec- 
tivement perpendiculaires aux traces du plan. 

% Supposons que la droite (ab, a'b') soit perpendiculaire au 



Fig. 50. 



JL 




plan BAC (fig. 50). Le 
plan DEF, qui projette 
la droite sur le plan 
horizontal, passant par 
une droite perpendi- 
culaire au plan BAC, 
est lui-même perpen- 
diculaire à ce plan 
(Théorie, liv.V,th.21); 
il est d'ailleurs per- 
pendiculaire au plan 
horizontal de projec- 
tion; ce plan proje- 
tant, étant perpendi- 
culaire à la fois au 
plan horizontal et au plan BAC, est perpendiculaire à la ligne 
d'intersection ÀB de ces deux plans (Théorie, liv. V, th. 24) ; la 
projection horizontale ab, qui est située dans ce plan proje- 
tant, est donc perpendiculaire à la ligne AB. 

On démontrera de la même manière que la projection ver- 
ticale a'b' est perpendiculaire à la trace verticale AC du plan. 
Le plan GHI, qui projette la droite sur le plan vertical, étant 
i la fois perpendiculaire au plan vertical et au plan proposé, 
est perpendiculaire à la ligne d'intersection AC de ces deux 
plans, et la droite a'b\ qui est située dans ce plan, est elle- 
même perpendiculaire à AC. 

41. Réciproquement, lorsque les deux projections d'une droite 
sont respectivement perpendiculaires aux traces d'un plan, la droite 
est perpendiculaire au plan. 

Nous supposons la projection horizontale a b de la droite per- 
pendiculaire à la trace horizontale AB du plan, et la projec- 
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tion verticale a' V perpendiculaire à la trace verticale A G. Le 
plan projetant DE F est perpendiculaire au plan horizontal ; la 
droite AB, qui, située dans le plan horizontal, est perpendicu- 
laire à la ligne d'intersection a b des deux plans, est perpendi-' 
culaire au plan DEP (Théorie, liv- V, th. 22); le plan BAC, 
passant par la droite AB, est lui-même perpendiculaire au 
plan DEP. Par la même raison, le plan BAC est perpendicu- 
laire au second plan projetant G HI. Ainsi, les deux plans pro- 
jetants DEP, GHI sont tous deux perpendiculaires au plan 
BAC; la droite proposée, qui est l'intersection de ces deux 
plans projetants, est elle-même perpendiculaire au plan B*AG. 
Il y a cependant un cas où la réciproque n'est pas vraie , 
c'est lorsque le plan est parallèle à la ligne de terre; dans ce 
cas la droite n'est pas définie par ses deux projections. 



Problème XL 

42. Par un point mener une droite perpendiculaire à un plan 
donné, et trouver la distance du point au plan. 

Fi «- 5I - Pour avoir les projections de 

la perpendiculaire abaissée du 
point (m, m') sur le plan ABC 
(fig. 51), il suffit de mener, 
par les projections du point, 
des droites mn, m'n' respective- 
ment perpendiculaires aux tra- 
ces du plan. On déterminera 
ensuite le point (p, p') où cette 
perpendiculaire perce le plan, 
par la méthode expliquée au 
n° 54, et enfin on cherchera la 

distance des deux points (m, m'), (p, p*), comme nous l'avons 

expliqué au n°2f . 

Problème XII. 

45. Par un point mener un plan perpendiculaire à u/ne droite 
donnée^ et trouver la distance du point à la droite. 
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Fig. 52. 



Soient (m, m') le point donné, (a b, a'b') la droite donnée 
(fig. 52). Le plan mené par le point (m, m') perpendiculaire- 
ment à la droite donnée 
a ses traces respective- 
ment perpendiculaires 
aux projections ab y a'b' 
de la droite. Concevons 
dans ce plan une hori- 
zontale menée par le 
point (m, m') ; elle a pour 
projection verticale une 
bT parallèle à la ligne de 
terre menée par le point 
m' , et pour projection 
horizontale une paral- 
lèle à la trace horizon- 
tale du plan, ou, ce qui 
revient au même, une 
perpendiculaire menée par le point m à la projection hori- 
zontale a b de la droite donnée. Cherchons la trace verticale 
ti de cette ligne; c'est un point de la trace verticale du plan. 
Nous obtiendrons cette trace en menant par le point c' une 
droite B C perpendiculaire à cl V ; nous aurons ensuite la 
trace horizontale en menant par le point B, où la trace ver- 
ticale coupe la ligne de terre, une droite BA perpendiculaire 
à ab. 

Déterminons maintenant le point (n, n') où le plan ABC 
coupe la droite donnée (n° 34); joignons ce point au point 
donné; la droite (mn, m , n r ) ainsi obtenue sera la perpendicu- 
laire abaissée du point donné sur la droite donnée. La lon- 
gueur Mi Ni de cette perpendiculaire est la distance du point à 
la droite. 
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Fig. 53. 



Cas particuliers. 

N 

44. Supposons que la droite soit parallèle à Pun des plans 

de projection, par exemple au 
plan horizontal. Le * plan mené 
par le point M perpendiculaire- 
ment à la droite horizontale A B 
est perpendiculaire au plan' hori- 
zontal (fig. 53) ; sa trace horizon- 
tale est la perpendiculaire mn 
à la droite a b. Il est évident que 
cette droite mn est la projection 
horizontale de la perpendiculaire 
demandée; la projection verticale est ro'n'. 

La longueur M â N 4 de cette perpendiculaire est la distance du 
point à la droite. 




45. Remarque. En général, la projection d'un angle droit 

n'est pas un angle droit ; cependant, quand l'un des côtés de 

l'angle droit est parallèle au plan de projection, la projection 

est aussi un angle droit. C'est ce qu'on voit sur la figure pré- 

*■»«• 54 - cédente; mais il est bon de le 

démontrer directement. Soit ABC 
un angle, dont un côté AB est 
parallèle au plan de projection 
(fig. 54); comme les projections 
d'une figure sur des plans paral- 
lèles sont égales, on peut suppo- 
ser que le plan de projection P passe par la droite AB. Par le 
point B menons un plan perpendiculaire à la droite AB; ce 
plan sera perpendiculaire au plan P et le coupera suivant une 
droite BD perpendiculaire à BA ; donc l'angle ABD, projection 
de A B G , est droit. 




DROITE ET PLAN. 



39 



Problème Xm. 

46. Trouver la distance d'un point donné à un plan passant par 
trois points donnés. 

Soient (m, m') le point donné, et (a, al), (&, V), (c, c') les trois 
points qui définissent un plan (fig. 55). Pour résoudre le pro- 
blème, oh pourrait chercher 
les traces du plan et em- 
ployer la méthode indiquée 
au n° 42; mais il est pré- 
férable d'opérer comme il 
suit : imaginons que par le 
point (b, V) on mène une 
horizontale du plan; cette 
droite a sa projection verti- 
cale b'd' parallèle à la ligne 
de terre; elle coupe la droite 
{ac, a'c') au point (d, d'), et 
par conséquent sa projec- 
tion horizontale est bd. Ima- 
ginons de même que par le 
point (c, c') on mène une 
droite située dans le plan et 
parallèle au plan vertical; 
cette droite a sa projection horizontale ce parallèle à la ligne 
de terre, elle coupe la droite (afc, a'V) au point (0, e'), et sa 
projection verticale est de'. Les traces du plan P sont respec- 
tivement parallèles à bd et à de' (18). On aura donc les pro- 
jections de la perpendiculaire abaissée du point (m, m') sur ce 
plan, en menant par le point m une perpendiculaire à bd, et 
par le point m' une perpendiculaire à de'. 

Pour trouver le pied (n,n') de la perpendiculaire, on em- 
ploiera le procédé du n° 58. Il ne reste plus qu'à déterminer 
la longueur de cette perpendiculaire. 
Le rabattement du trapèze MNmn sur le plan horizontal de 
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projection, comme nous l'avons fait jusqu'à présent, donne- 
rait ici une figure trop grande, mais on peut la simplifier en 
menant par le point M un plan horizontal m' h'; ce plan coupe 
la verticale Nn en un point K, et on a, dans l'espace, un trian- 
gle rectangle MNK, dont les côtés de l'angle droit sont égaux , 
l'un à row, l'autre àn'lt'; en construisant ce triangle, on a la 
distance cherchée mNi. 



CHAPITRE III. 

SUITE DES PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE 

ET LE PLAN. 

Angles d'une droite avec les plans de projection. — Angle de deux 
droites. — Angle d'une droite et d'un plan. — Angle d'un plan avec 
les plans de projection. — Angle de deux plans. — Plus courte dis- 
tance de deux droites. 

Problème XIV. 




47. Trouver les angles d'une droite avec Us plans de projection. 

On appelle angle d'une droite avec un plan l'angle que fait 
Fig. sa. la droite avec sa projection sur le plan 

(Théorie, liv. V, th. 26). 

Lorsque la droite (ab y a'V) est pa- 
rallèle au plan vertical de projection 
(fig. 56), elle fait avec sa projection 
horizontale a b un angle situé dans un 
a * plan parallèle au plan vertical, et qui 

par conséquent se projette sur ce plan en vraie grandeur sui- 
vant 6'a'T; tel est l'angle de la droite avec le plan horizontal. 
Quant à l'angle avec le plan vertical, il est évidemment nul. 
De même, quand la droite est parallèle au plan horizontal de 
Fi s- m- projection (fig. 57), l'angle qu'elle fait 

avec sa projection verticale a' V , étant 
situé dans un plan horizontal, se 
projette en vraie grandeur sur le plan 
horizontal suivant baT\ tel est l'an- 
gle de la droite avec le plan vertical. 
L'angle avec le plan horizontal est nul. 
Considérons maintenant une droite quelconque (fig. 58). 
L'angle de la droite avec sa projection horizontale ab est situé 



h' 
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dans le plan projetant a b &'; rabattons ce plan sur le plan 
vertical en le faisant tourner autour de sa trace verticale b b' ; 
la droite ba perpendiculaire à bb' se rabat sur la ligne de 
terre, suivant une ligne égale, ba^ et la droite donnée s'ap- 

pi g . 58. plique sur b' a 4 ; l'angle de la 

ï droite avec le plan horizon- 

\ tal est l'angle 6'a 4 6. 

\ De même l'angle de la 

> \ droite avec sa projection 

X b ' 1 * verticale b' a' est situé dans 
l'autre plan projetant b' a' a\ 
si Ton fait tourner ce plan 
autour de sa trace horizon- 
« taie aa\ la droite a'V per- 

pendiculaire à a a' se rabat sur la ligne de terre, suivant 
une ligne égale a'b' u et la droite donnée s'applique sur ab\\ 
l'angle de la droite avec le plan vertical est l'angle a b\ a*. 

Problème XV. 

48. Par un point donné mener une droite qui fasse avec les plans 
de projection des angles donnés. 

Proposons-nous d'abord de mener par un point (6, b') (fig. 59), 
situé dans le plan vertical de projection, une droite qui fasse 
avec les plans de projection des angles donnés a et p. Suppo- 
sons le problème résolu, et soit (ab, a'b') la droite cherchée; 
la droite dans l'espace est l'hypoténuse de deux triangles rec- 
tangles abb\ et aa!b\ dans lesquels les angles bab\ a' Va sont 
les angles donnés a et p. Rabattons le premier triangle suivant 
b'btti sur le plan vertical, en le faisant tourner autour de bb'; 
nous construirons ensuite, sur le plan vertical, un triangle 
b'a i a\ égal au second triangle, a 4 6' étant l'hypoténuse, b'a\ 
égal à b'a', et a^^ égal à aa\ On déduit de là la solution du 
problème.On construira d'abord letriangle rectangle &'ôa 4 ,dans 
lequel on connaît le côté de l'angle droit bb' et l'angle opposé a; 
on construira ensuite letriangle rectangle a 4 Va\, dans lequel 
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on connaît l'hypoténuse a { b\ et l'angle adjacent a* b'a\ égal 
à p. Un arc de cercle décrit du point V comme centre, avec b'a\ 
pour rayon, déterminera le point a' sur la ligne de terre; une 
perpendiculaire à la ligne de terre au point a' coupera le cercle 
décrit du point b comme centre avec ba t pour rayon, au point 
a, et on aura ainsi les projections ab, a'b' de la droite cher- 
chée. 

Si le point donné est situé d'une manière quelconque dans 
l'espace , par un point pris dans le plan vertical on mènera 
une droite faisant avec les plans de projection des angles 
égaux aux angles donnés, et ensuite on mènera par le point 
donné une parallèle à cette droite. 

49. Remarque. On peut toujours construire les deux trian- 
gles rectangles b'ba lt Va L af^ mais, pour que le problème soit 

possible, il faut que la circon- 
férence décrite du point b' 
comme centre, avec b'a\ pour 
rayon, coupe la ligne de terre 
entre les points b et a l7 et pour 
cela, il faut que Va\ soit 
moindre que b'a t et plus 
grand que b' b. La première 
condition est toujours rem- 
plie, le côté Va\ de l'angle 
droit d'un triangle rectangle 
étant plus petit que l'hypoté- 
nuse &'a â . Quant à la seconde, elle exige que la somme des 
deux angles donnés a et p, que l'on peut toujours supposer 
aigus, soit moindre qu'un angle droit. En effet, le quadrila- 
tère b'a'i a 4 6, dans lequel les angles a\ et b sont droits, est 
inscriptible dans un cercle; si le côté b'a\ est plus grand que 
b'b, l'angle Va t a\ est plus grand que l'angle Va L b: or, le pre- 
mier angle est égal à 90°— p, le second est égal à « ; on a donc 

90°— p>«, ou « + p<90°. 

Réciproquement, si l'on a «+p<9û\ ou 90° — p>a, le côté 
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b'a\ sera plus grand que V b. Ainsi, pour que le problème soit 
possible, il faut et il suffît que la somme des angles aigus 
donnés a et p soit plus petite que 90°. 

Quand cette condition est remplie, la circonférence décrite 
du point b' comme centre, avec Va\ pour rayon, coupant la 
ligne de terre en deux points, et les perpendiculaires à la ligne 
de terre en ces deux points coupant chacune la seconde cir- 
conférence en deux points, le problème admet quatre solu- 
tions. Il est bon de remarquer que les quatre droites ainsi ob- 
tenues sont symétriques deux à deux par rapport au plan 
vertical de projection, et par rapport à un plan perpendiculaire 
à la ligne de terre mené par le point &'. 



Problème XVI. 

$0. Trouver Fangle de deux droites. 

Si les deux droites sont parallèles à l'un des plans de pro- 
jection, les angles de ces deux droites se projettent en vraie 

Fig. eo. grandeur sur ce plan. Con- 

sidérons deux droites quel- 
conques (am, a' m'), (6 m, 
b' m'), qui se coupent au 
point (m 9 m') (fig. 60); ces 
droites ont pour traces ho- 
rizontales les points a et 6, 
et le plan de ces deux droi- 
tes a pour trace horizontale 
a 6. Rabattons ce plan sur le 
plan horizontal en le fai- 
sant tourner autour de sa 
trace a b. Les traces horizon- 
tales des deux droites, étant 
situées sur Taxe, restent immobiles, de sorte que, pour avoir 
le rabattement de ces droites, il suffit de trouver le rabatte- 
ment de leur point d'intersection M. La droite Mm étant per- 
pendiculaire au plan horizontal, si du point m on mène une 
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perpendiculaire mi à la droite aô, la droite qui dans l'espace 
joint le point i au point M est elle-même perpendiculaire à la 
droite a b. Dans le mouvement de rotation, cette droite îM reste 
perpendiculaire à la droite a b ; elle se rabat donc dans le plan 
horizontal suivant une perpendiculaire à la droite a b menée 
par le point t, c'est-à-dire sur la droite i m prolongée. Il s'agit 
de trouver la longueur de cette perpendiculaire tM. Cette lon- 
gueur est l'hypoténuse d'un triangle rectangle imM, dont on 
connaît les deux côtés de l'angle droit, l'uni m, l'autre m M 
égal à fxm'; pour construire ce triangle, nous prendrons sur la 
ligne de terre une longueur |*a égale à im; l'hypoténuse m'a 
est égale à la droite cherchée £M. Nous porterons ensuite cette 
longueur, à partir du point t, sur la droite i m prolongée, ce 
qui nous donnera le point Mi, où se rabat le point M. Les 
deux droites données se rabattent suivant aM L et bM^et les 
angles que forment ces droites dans l'espace se trouvent ainsi 
rabattus sur le plan horizontal; l'un de ces angles est aMi&, 
l'autre l'angle supplémentaire. 

Si. Proposons-nous de mener les bissectrices des angles 
des deux droites données. Après avoir rabattu le plan de ces 
droites comme nous l'avons expliqué, on mènera les bissec- 
trices des angles rabattus, puis on ramènera le plan à sa pre- 
mière position. Menons, par exemple, la bissectrice Mie de 
l'angle aMift, elle rencontre la droite a b au point c. Quand on 
relève le plan, le point c, qui est sur l'axe, reste immobile, 
le point M 4 vient occuper la position M dans l'espace et se 
projette alors en (m, m'). La bissectrice Me, dont la trace ho- 
rizontale est c, a pour projections mc,m'c'. 

32. Remarque. Il arrive souvent que les traces horizontales 
des deux droites ne sont pas dans les limites de l'épure, on 
prend alors un plan horizontal auxiliaire a' V (fig. 61); ce 
plan coupe les droites aux points (a,a')> (6,6'), et le plan des 
deux droites a pour trace, sur ce plan horizontal auxiliaire, 
la droite (a b> aV). On rabat le plan des deux droites sur le 
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plan horizontal auxiliaire, en le faisant tourner autour de sa 
trace Afi; dans eette nouvelle position, le triangle MAB se 

projette en vraie grandeur 
sur le plan horizontal de 
Tépure. Les points A et B 
étant situés sur Taxe res- 
tent immobiles, de sorte 
que pour avoir le rabatte- 
ment des droites, il suf- 
fit, comme précédemment, 
d'obtenir le rabattement de 
leur point d'intersection M. 
Si du point m on mène une 
perpendiculaire mi à la 
droite a 6, cette droite mi 
sera la projection horizontale de la hauteur MI du triangle; 
cette hauteur est encore l'hypoténuse m' * d'un triangle rec- 
tangle m' a (x dont on connaît les deux côtés de l'angle droit, 
l'un mV, l'autre |x« égal à mi. On portera donc cette lon- 
gueur sur im à partir du point î, et on obtiendra le rabatte- 
ment Mi du sommet du triangle; l'angle cherché estaMifc. 




Fig. 62. 



Cas particulier. 

55. Considérons le cas 
où Tune des droites (mb, 
m' V) est parallèle au plan 
horizontal (fig. 62). La trace 
horizontale oR du plan 
des deux droites est pa- 
rallèle à cette droite, et 
par conséquent parallèle à 
sa projection horizontale 
mb. 

Si Ton rabat ce plan 
sur le plan horizontal en 
le faisant tourner autour de sa trace horizontale aR, le point 
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M vient en Mi, la droite a M en aM 4 . Quant à la seconde droite, 
comme elle est parallèle à l'axe de rotation, elle reste paral- 
lèle à cet axe et se rab^t suivant une parallèle M1B1 à la 
droite aR. 

Si les deux droites données ne se rencontraient pas, par un 
point de Tune on mènerait une parallèle à l'autre; c'est l'angle 
de ces deux droites qu'on est convenu d'appeler, dans ce cas, 
l'angle des droites données. 



Problème XVII. 

54. Étant donné un plan et une droite dans ce plan, par un 
point de la droite mener dans ce plan une seconde droite faisant 
avec la première un angle donné. 

Soient ABC le plan donné, (ab, a f b')\xne droite située dans ce 
plan, et (m, m') un point de cette droite (fig. 63). Supposons 

Fig. es. le problème résolu, et soit 

(cd, c'd') la droite cherchée. 
Répétons la construction 
donnée au n° 50 pour trou- 
ver l'angle de deux droites; 
on a rabattu le plan des 
deux droites sur le plan 
horizontal, en le faisant 
tourner autour de sa trace 
horizon taie A B, et on a 
construit le point M t où se 
rabat le point M; l'angle 
aMtC est l'angle des deux droites. Pour résoudre le pro- 
blème, après avoir construit, comme il a été expliqué au 
n° 30, lé point Mi rabattement du point M, on mènera par le 
point M 4 une droite M t c faisant avec M t a l'angle donné; le 
point e où cette droite MiC rencontre la trace horizontale AB 
du plan donné sera la trace horizontale de la droite cherchée. 
Ici, pour éviter de la confusion dans l'épure, on a construit 
le triangle rectangle M mi sur le plan horizontal en M 2 mi; il 
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suffit pour cela de mener par le point m une perpendiculaire à 
mi, ou plus simplement une parallèle à AB, de prendre sur 
cette droite une longueur mM t égale à ^m', puis de joindre 
iMj. On prend ensuite sur le prolongement de mi une lon- 
gueur t'Mi égale à tM 2 . 

Problème XVIII. 

55. Trouver V angle d'une droite et d'un plan. 

Par un point quelconque de la droite donnée on mènera une 
droite perpendiculaire au plan donné ; cette droite fait avec la 
droite donnée un angle qui est le complément de l'angle de- 
mandé; on obtiendra, comme il a été expliqué plus haut, l'an- 
gle de ces deux droites ; le complément de cet angle est l'angle 
cherché. 

Problème XIX. 

56. Trouver les angles d'un plan avec les plans de projection. 

Considérons d'abord le cas où le plan donné ABC est per- 
Fig. a*. pendiculaire à l'un des plans de 

projection (fig. 64). Si le plan est 
perpendiculaire au plan vertical, 
sa trace horizontale AB est per- 
pendiculaire à la ligne de terre, 
etl'angle CBT mesure l'angle dièdre 
que fait ce plan avec le plan hori- 
zontal; car le plan de cet angle, 
c'est-à-dire le plan vertical de projection, est perpendiculaire 
à l'arête A B de l'angle dièdre. 

Considérons maintenant un plan quelconque ABC (fig. 65). 
Cherchons l'angle que fait ce plan avec le plan horizontal. Pour 
cela, nous mènerons un plan perpendiculaire à la trace hori- 
zontale du plan donné ; ce plan coupera le plan donné et le 
plan horizontal suivant deux droites faisant entre elles l'angle 
demandé. Le plan auxiliaire, qui est vertical, a sa trace hori- 
zontale ab perpendiculaire à AB, et sa trace verticale bV per- 
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Fig. 65. 



pendiculaire à la ligne de terre ; il coupe le plan horizontal 
suivant la droite a b, et le plan donné suivant une droite qui 

a pour traces les 
points a et b'. Il s'a- 
git de trouver l'angle 
de ces deux droites. 
Faisons tourner le 
triangle rectangle 
b'ba autour de bb' 
pour le rabattre sur 
le plan vertical ; l'an- 
gle cherché est&X b. 
De même, pour trou- 
ver l'angle que fait 
le plan donné avec le 
plan vertical, on mènera un plan d'bc perpendiculaire à la 
trace verticale BC du plan donné, et on fera tourner le trian- 
gle cbd! autour de bc pour le rabattre sur le plan horizontal ; 
on obtiendra ainsi l'angle cherché cd\b. 




Problème XX. 
57. Mener par une droite donnée un plan faisant avec le 



Fig. 66. 



plan horizontal un 
angle donné. 

Soient (a 6, a'b') 
(fig. 66) la droite 
donnée, et a l'angle 
donné ; supposons le 
problème résolu, et 
soit ABC le plan de- 
mandé. En abaissant 
du point b une per- 
pendiculaire bc sur 
d\ a' la trace horizontale 

AB du plan, et faisant tourner le triangle rectangle b'bc au- 

4 
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tour de V b pour le rabattre sur le plan vertical, l'angle 
b'cib est l'angle que fait le plan avec le plan horizontal. 
Pour résoudre le problème , on mènera du point b' une 
droite b' c t faisant avec la ligne de terre un angle égal à l'angle 
donné a; du point b comme centre, avec bc^ pour rayon, on 
décrira un cercle, et du point a, trace horizontale de la droite, 
on mènera une tangente AB à ce cercle; cette tangente sera 
la trace horizontale du plan cherché; la trace verticale BC 
passe par le point b\ 

58. Remarque. Pour que le problème soit possible, il faut 
que la trace horizontale a de la droite donnée soit en dehors 
du cercle, et alors, comme on peut mener du point a deux 
tangentes au cercle, il y a deux plans ABC, DEF qui satisfont 
à la question. Cette condition signifie que l'angle donné sup- 
posé aigu est plus grand que l'angle aigu que la droite donnée 
fait avec le plan horizontal ; car ces deux angles, dans les deux 
triangles rectangles b'bc, Vba, sont opposés au côté commun 
b'b ; si 6 c est plus petit que b a, le premier ^angle est plus grand 
que le second. 

Problème XXI. 



Fig. 67. 



59. Par un point donné mener un plan qui fasse avec les plans 

de projeotim des angles 
donnés. 

Proposons-nous d'a- 
bord de mener le plati 
par un point b' (fig. 67) 
du plan vertical ; appe- 
lons «, p les angles ai- 
gus donnés ; suppo- 
sons le problème ré- 
solu, et soit ABC le 
plan demandé. Répé- 
tons les constructions 
expliquées au n° 56, 
pour trouver les angles formés par le plan avec les plans de 
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projection, en ayant soin de mener les plans auxiliaires par le 
même point b de la ligne de terre; les angles b f a t b y cd! x b se* 
ront les angles * et p. Remarquons en outre que les deux plans 
auxiliaires 6' 6a, cbd', qui sont tous deux perpendiculaires au 
plan ABC, se coupent suivant une droite 61 perpendiculaire à 
ce plan, et par conséquent perpendiculaire aux deux droites 
ali et câ!\ dans les rabattements des deux triangles, cette per- 
pendiculaire b\ se place sur les droites M, et b\ respective- 
ment perpendiculaires à V a* et à cd\, et par conséquent ces 
deux perpendiculaires b\ et 6I 2 sont égales. Pour résoudre le 
problème, on mènera du point b 9 une droite Va* faisant avec 
la ligne de terre un angle égal à « ; du point b comme centre, 
on décrira un cercle tangent à cette droite ; ensuite, on mènera 
à ce cercle une tangente d\c faisant avec la ligne de terre un 
angle égal à ^ Le point c où cette droite rencontre la perpen- 
diculaire à la ligne de terre menée par le point b appartient à 
la trace horizontale du plan. Si du point 6 comme centre, avec 
un rayon égal à ba t , on décrit un cercle, la trace horizontale 
AB du plan cherché est une tangente menée du point c à ce 
cercle ; en joignant le point B au point b', on a la trace ver- 
ticale. 

Il est évident, d'après la construction même, que ce plan fait 
avec le plan horizontal l'angle « ; il est aisé de voir qu'il fait 
aussi avec le plan vertical l'angle p. Car, si l'on mène le plan 
auxiliaire cbd perpendiculaire à la trace verticale BG, la hau- 
teur bl du triangle cbd' devant être, d'après ce que nous avons 
dit, égale à Ht, et par conséquent à bl 2 , le triangle cbd\ est le 
rabattement du triangle cbd' sur le plan horizontal, et par 
conséquent l'angle en d! est égal à p. 

Si le point donné est quelconque, on mènera d'abord le plan 
par un point du plan vertical, et ensuite par le point donné 
un plan parallèle. 

80. Remarque. Pour que le problème soit possible, il faut 
et il suffit que le point c soit extérieur au cercle décrit du 
point b comme centre, avec ba A pour rayon, c'est-à-dire que bc 
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soit plus grand que ba t . Les triangles rectangles b] 2 c, bl i a l ont 
un côté de l'angle droit égal; si l'hypoténuse bc du premier 
est plus grande que l'hypoténuse ba t du second, l'angle bc\ % 
sera plus petit que l'angle 6aJ, ; mais le premier angle est 
complémentaire de p, on a donc 90° — p< a, ou a + p > 90°. 

Lorsque cette condition est remplie, le problème admet 
quatre solutions, car on peut d'abord mener au cercle bl x deux 
tangentes faisant l'angle p avec la ligne de terre, ce qui donne 
deux points c ; de chacun d'eux on peut ensuite mener deux 
tangentes au cercle ba ± . 

Il est bon d'observer que ces quatre pjans sont deux à deux 
symétriques par rapport au plan vertical de projection, et par 
rapport à un plan perpendiculaire à la ligne de terre mené 
par le point b. 

On aurait pu ramener le problème actuel au problème XV, 
en remarquant que la normale au plan fait avec les plans de 
projection des angles complémentaires des angles a et p. Cette 
droite étant construite, on lui mènera par le point donné un 
plan perpendiculaire. 



Problème XXII. 

61 . Trouver V angle de deux plans. 

Il est un cas où l'on a immédiatement l'angle de deux 

a 

plans, c'est lorsque ces plans 
sont tous deux perpendiculaires 
à l'un des plans de projection. 
Soient les deux plans ABC, DEP 
(fig. 68), tous deux perpendi- 
culaires au plan vertical ; les an- 
gles dièdres formés paç ces plans 
sont mesurés par les angles 
de leurs traces verticales BC, EF. 

Considérons maintenant deux plans quelconques ABC, DEP 
(fig. 69). Nous les couperons par un plan perpendiculaire à 
leur intersection; ce plan a sa trace horizontale cdperpendi- 
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Fig. 69. 




culaire à la projection horizontale a b de l'intersection ; dési- 
gnons pai 1 la lettre le point où il coupe cette droite ; les 

angles dièdres des deux 
plans donnés sont me- 
surés par les angles que 
forment entre elles les 
droites Oc, Od f suivant 
lesquelles ces plans sont 
coupés par le plan per- 
pendiculaire. Pour avoir 
ces angles, nous rabat- 
trons le plan auxiliaire 
sur le plan horizontal, 
en le faisant tourner au- 
tour de sa trace horizontale cd. Le point de l'intersection 
des deux plans a sa projection horizontale sur la projection 
horizontale ab de cette droite ; la droite ab étant perpendi- 
culaire au point f à la droite cd; il en résulte que la droite fO 
est aussi perpendiculaire à"la droite cd; elle se rabat donc 
dans la direction fa. Pour avoir la longueur de la droite /"O, 
nous remarquerons que cette droite est perpendiculaire à la 
ligne d'intersection des deux plans, comme étant située dans 
un plan perpendiculaire à cette ligne, et nous rabattrons le 
plan a b b' qui la contient sur le plan vertical, en le faisant 
tourner autour de sa trace verticale b b'. Le point a vient en a% 
sur la ligne de terre à une distance du point b égale à ba ; de 
même le point f vient en f % ; la droite d'intersection se rabat 
en b'aiï quant à la droite f0 9 elle se rabat suivant une per- 
pendiculaire f 2 2 , menée du point f % à la droite &'a 2 ; on a 
donc une longueur /iO,. Nous avons dit que, dans le premier 
rabattement, la droite fO prend la direction fa ; si donc on 
porte à partir du point /"dans cette direction une longueur fO t 
égale à AOt, on. obtient le rabattement 0* du point 0; les 
droites c0 4 , dOi sont les rabattements des droites cO, dO, 
suivant lesquelles les plans proposés sont coupés par le plan 
perpendiculaire , et les angles qu'elles forment entre elles 
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mesurent les angles dièdres de ces plans; l'un d'eux est 
l'angle cO i d 1 l'autre l'angle supplémentaire. 

68. Proposons-nous de mener les plans bissecteurs des an- 
gles dièdres formés par les plans proposés. On remarquera 
que ces plans passent par la droite d'intersection des plans 
proposés, et que les droites suivant lesquelles ils sont coupés 
par le plan perpendiculaire sont les bissectrices des angles 
formés par les droites d'intersection du plan auxiliaire avec 
les plans proposés. Après avoir rabattu le plan perpendicu- 
laire et les droites d'intersection comme nous l'avons expli- 
qué, on mènera les bissectrices des angles de ces droites, et 
on aura ainsi une droite située dans chacun des plans bissec- 
teurs ; comme d'ailleurs ces plans contiennent la droite d'in- 
tersection des plans donnés , chacun d'eux sera déterminé. 

Menons, par exemple, la bissectrice O x g de l'angle c0 4 d; 
quand on relève le plan auxiliaire, cette droite tourne autour 
du point g, qui est sa trace horizontale, pour prendre la posi- 
tion gO dans l'espace ; le plan 'bissecteur mené par cette 
droite gO a pour trace horizontale la droite agK qui passe par 
la trace g de la droite gO et par la trace a de la droite d'inter- 
section des deux plans; il a pour trace verticale H 6'. 

Problème XXIII. 

65. Par une droite donnée dans wijplan t mener v/n plan qui 
fasse avec le premier un angle donné. 

Soient ABC le plan donné, (ab, a'b') une droite située dans ce 
plan; supposons le problème résolu, et soit DE F le plan cher- 
ché (fi g. 70). Répétons la construction précédente, comme si 
nous voulions chercher l'angle de ces deux plans. On mène 
un plan auxiliaire perpendiculaire à la droite (ab t a'b') ; sa 
trace horizontale cd est perpendiculaire à ab ; on porte ensuite 
sur ab une longueur fO t égale à £0* çt l'on a le sommet 4 
de l'angle cOd rabattu sur le plan horizontal. Pour résoudre le 
problème* après avpi* déterminé le point 4 , comme nous 
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■ l'avons dit, on mène une droite Oid faisant avec 4 c l'angle 
donné ; cette droite coupe la trace horizontale du plan auxi~ 



Fig. 70. 




liaire en un point d qui appartient à la trace horizontale 
du plan cherché; en joignant ce point au point a, on a cette 
trace DE, et en joignant le point E au point b', on a la trace 
verticale EP. Il est clair que le problème admet deux solu- 
tions. ' 

Problème XXIV. 

64. Trouver la plus courte distance de deux droites. 

On sait que la plus courte distance de deux droites A B, G D est 

la perpendiculaire commune àces deux 
droites (Théorie, liv. V, th. 28). Pour 
construire cette perpendiculaire com- 
mune, en géométrie descriptive, il est 
fa commode d'opérer de la manière sui- 
vante: par la droite AB(fig.7l) onmène 
un plan P Q R parallèle à la droite G D ; 
d'un point quelconque G de la droite GD 
on abaisse une perpendiculaire GH sur le plan PQR; par le 
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pied H de cette perpendiculaire on mène une droite H K paral- 
lèle à CD; cette parallèle, contenue dans le plan PQR, ren- 
contre la droite A B en un point K; par ce point on mène une 
droite KL parallèle à GH; cette droite KL, contenue dans le 
plan G G H, rencontre la droite CD en un point L. La droite 
KL, étant parallèle à G H, est perpendiculaire aux deux droites 
AB, KH situées dans ce plan, et aussi à la droite CD parallèle 
à KH; c'est donc la perpendiculaire commune demandée* 

Voici comment on effectue ces constructions : les droites 
AB, CD sont définies par leurs projections (a&, a' V), (cd,c'd') 
(fig. 14, planche III). Par un point de la droite A B, par sa 
trace verticale V, par exemple, on mène une droite (bf, b'f) 
parallèle à DC, et on construit les traces du plan PQR, qui 
contient les deux droites (ab, a' 6'), (bf, b'f)\ par un point 
quelconque (g, g 1 ) de la droite CD on mène une perpendicu- 
laire au plan PQR, et on détermine le point (h, h*) où cette 
droite perce le plan. Si on demandait seulement la longueur 
de la perpendiculaire commune, il suffirait de déterminer la 
distance des points (#, g'), (h, h'), car les parallèles GH, LK 
sont égales. 

Si Ton veut en outre les projections de la perpendiculaire 
commune, on mènera du point (h, h') une parallèle à la droite 
CD, et on cherchera le point (k f k') où cette parallèle rencontre 
la droite AB;. de ce point (A;, k') on mènera une parallèle à la 
droite G H, et on cherchera le point (/, V) où cette parallèle ren- 
contre la droite CD. La droite (W, k'V) est la perpendiculaire 
commune aux deux droites données; et sa longueur KjLj me- 
sure la plus courte distance des deux droites. 

Cas particuliers. 

63. La construction se simplifie beaucoup quand Tune des 
droites est perpendiculaire à l'un des plans de projection. Si la 
première droite est perpendiculaire au plan horizontal, elle a 
pour projection horizontale un point a, et pour projection 
verticale une droite a' V perpendiculaire à la ligne de terre 
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(lig. 72). La perpendiculaire commune est horizontale ; l'angle 
Fig 72 droit qu'elle fait avec la seconde 

droite se projette sur le plan ho- 
rizontal suivant un angle droit 
(n° 45). Pour avoir la projection 
horizontale de la perpendiculaire 
commune, il suffit donc de mener 
par le point a une perpendicu- 
laire al à la projection horizon- 
tale cd de la seconde droite; on 
en déduit facilement la projec- 
tion verticale VK qui est parallèle 
à la ligne de terre. Cette perpen- 
diculaire commune se projette d'ailleurs en vraie grandeur 
sur le plan horizontal. 




06. Considérons encore le cas où les projections des deux 

droites données sur l'un des plans de projection sont parai - 

Fi s- 73 - lèles. Supposons, par exemple, que 

les projections horizontales ab, cd 
des deux droites soient parallèles 
(fig. 73); le plan vertical mené 
par la droite AB est parallèle à 
la seconde droite; si donc d'un 
point (g, g') dp la seconde droite 
on mène une perpendiculaire 
(g h, g' h') à ce plan, cette droite, qui 
est horizontale, se projette en 
vraie grandeur sur le plan hori- 
zontal, et g h est la plus courte 
distance des deux droites données. Pour obtenir les projec- 
tions kl, k't de la perpendiculaire commune, on achèvera la 
construction ordinaire. 
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Rabattements. 




67. Rabattre un plan P sur un plan H, c*fest faire tourner le 

plan P autour de la droite d'intersection MN des deux plans 

**• 7C pour l'appliquer sur le plan H 

(fig. 74). Quand le plan P est ra- 
battu sur le plan H, un point A du 
plan P vient en A 4 sur le plan H, 
et, en général, toute figure A B G. .. . 
située dans le plan P se £lace en 
AiBiCi.... sur le plan H. Si en- 
suite on relève le plan en le faisant 
encore tourner autour de la droite 
MN, pour le ramener à sa position 
primitive, le point A 4 revient en A, 
et la figure A^ (V... reprend sa position primitive ABC... 
Pour déterminer les véritables dimensions d'une figure plane 
dont on connaît les projections, il suffit de rabattre le plan 
qui là contient sur l'un des plans de projection ; le plan une 
fois rabattu, on pourra effectuer les constructions nécessaires 
pour déterminer de nouvelles parties de la figure ; en relevant 
ensuite le plan, on en «déterminerait les projections. C'est 
ainsi que nous avons opéré pour trouver la distance de deux 
points donnés par leurs projections (M); et pour porter une 
longueur donnée à partir d'un point donné sur une droite dé- 
. finie par ses projections (22), nous avons rabattu sur le plan 
horizontal un plan mené par la droite perpendiculairement 
au plan horizontal. C'est encore de cette manière que nous 
avons déterminé l'angle de deux droites (80); nous avons ra- 
battu le plan de ces deux droites sur le plan horizontal. Mais 
il est bon de reprendre en détail les opérations nécessaires 
Pour effectuer un rabattement. 
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68. Quand on veut rabattre un plan ABC sur le plan horizon- 
tal , en le faisant tourner autour de sa trace horizontale A B, il est 
avantageux de construire d'abord le rabattement de la trace 

verticale B C (fig. 7 5) . Soit 
p'un pointde cette trace; 
menons du point p' une 
perpendiculaire p' p à 
la ligne de terre, et du 
point p une perpendicu- 
laire p q à la trace hori- 
zontale AB du plan. La 
droite qui joint le point 
q au point p' reste per- 
pendiculaire à l'axe de 
rotation AB, et se rabat 
sur qp\ , prolongement 
depç; le pointBreste im- 
mobile; la longueur Bp' 
ne varie pas; si donc du point B comme centre, avec un rayon 
égal à Bp', on décrit un arc de cercle, le point p\ , où cet arc 
coupe la droite qp\, est le point où se place le point p', de 
sorte que la droite Bp'tdest le rabattement de la trace verti- 
cale du plan. 

On peut encore obtenir le point p\ d'une autre manière. 
Si Ton construit le triangle rectangle qpp\ , dont les côtés de 
l'angle droit sont pq et pp\ on obtient la longueur qp\ de la 
droite qui joint le point g au point p'; en portant cette lon- 
gueur sur le prolongement de pq en qtfi, on a le point p'i, 
et par suite le rabattement Bd de la trace verticale du 
plan. 

Une fois qu'on a construit le rabattement de la trace verti- 
cale du plan, on peut s'en servir pour toutes les constructions 
ultérieures. Considérons d'abord une droite (a b, a'b') située 
dans le plan ; sa trace horizontale a reste immobile ; en pre- 
nant sur BC 4 une longueur B&' 4 égale à B6', on a le point b\ 
où se place la trace verticale b' ; le rabattement de la droite 
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est a b\ . Comme vérification, on peut remarquer que la droite 
bb\ doit être perpendiculaire à AB. 

Proposons-nous maintenant, étant donnée la projection ho- 
rizontale m d un point M du plan, de trouver le rabattement 
de ce point. On reconnaît qu'un point M est situé dans le plan 
ABC, lorsqu'il est sur une droite (a6, a'b') contenue dans ce 
plan ; nous avons construit le rabattement ab\ de cette droite; 
menons du point m une perpendiculaire mh à AB ; la droite 
M/&, qui est perpendiculaire à AB, reste perpendiculaire à cette 
droite et se place sur le prolongement de mh ; le point M vient 
en M £ à l'intersection des droites ab\ et mh. 

Quand on a à considérer un grand nombre de points situés 
dans le plan ABC, au lieu de mener par chacun d'eux une 
droite quelconque située dans le plan, il est préférable de se 
servir des horizontales du plan. Soient me, raV les projec- 
tions de la parallèle menée par le point M à la trace horizon- 
tale du plan; cette droite reste parallèle à l'axe de rotation; si 
donc sur BC 4 on prend une longueur Bc'i égale à Bc', et si, par 
le point c'i, on mène une droite c\}i x parallèle à AB, on aura 
le rabattement de la droite (wc, m' c'). Le point M 4 sera donné 
par l'intersection de cette parallèle et de la perpendiculaire mh 
prolongée. 

69. Réciproquement, soit BC^ le rabattement de la trace 
verticale du plan ABC sur le plan horizontal; dans le plan 
rabattu traçons une droite quelconque ab\ 9 et cherchons les 
projections de cette droite, quand on ramène le plan à sa pre- 
mière position, en le faisant tourner autour de la droite AB. 
Le point a qui est sur Taxe reste immobile : c'est la trace ho- 
rizontale de la droite. Le point b\ se place en*6' sur la trace 
verticale B C du plan, à une distance Bft' égale à Bô' s ; le point b' 
est la trace verticale de la droite, dont les projections sont 
ainsi a b, a'b*. 

De même, soit un point M 4 quelconque dans le plan rabattu ; 
pour déterminer la position de ce point quand le plan est ra- 
mené à sa position primitive, menons par le point M t une droite 
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arbitraire db\ dont nous construirons, comme nous l'avons 
dit, les projections a 6, a'b'. La perpendiculaire Mi/i abaissée du 
point Mi sur l'axe AB reste perpendiculaire à cet axe, et sa 
projection horizontale est le prolongement de M t /i; la projec- 
tion horizontale m du point M est à l'intersection des droites 
ab et Mi h; on en déduit la projection verticale m'. 

Si l'on donne plusieurs points dans le plan rabattu, au lieu 
de mener par chacun d'eux une droite arbitraire , il sera pré- 
férable de mener des parallèles à la droite AB. Soit M,^, la pa- 
rallèle à AB menée par le point M f ; cette droite reste parallèle à 
la trace horizontale du plan ; en prenant sur BG une longueur 
Bc' égale à Bc'i , on a sa trace verticale c'; sa projection verti- 
cale c'm' est parallèle à la ligne de terre; sa projection hori- 
zontale cm est parallèle à AB. La projection horizontale m du 
point M est à l'intersection des droites c m et Mi h. 

Des rotations. 



70. Les constructions à effectuer pour résoudre un pro- 
blème deviennent souvent très-simples lorsque la figure occupe 
une position particulière par rapport aux plans de projection ; 
il est donc utile de déplacer la figure pour lui donner la posi- 
tion la plus favorable à la construction de l'épure ; un genre 
de mouvement facile à effectuer consiste dans une rotation 

autour d'un axe perpendiculaire à l'un 
des plans de projection. 

Supposons d'abord que l'on fasse 
tourner la figure d'un certain angle 
autour d'un axe perpendiculaire au 
plan horizontal; chaque point décrit 
un arc de cercle, dont le centre est 
le pied de la perpendiculaire abaissée 
du point sur Taxe , et dont le plan est 
perpendiculaire à l'axe; cet arc de 
cercle, étant dans un plan horizontal, 
se projette en vraie grandeur sur le plan horizontal, et 
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suivant une parallèle à la ligne de terre sur le plan ver- 
tical. 

Soient o la projection horizontale de Taxe, et o'z' sa projection 
verticale (fig. 76) ; la perpendiculaire abaissée d'un point 
(m, m') sur Taxe a pour projection horizontale mo, et pour 
projection verticale une parallèle m'c' à la ligne de terre. L'arc 
décrit par le point M se projette sur le plan horizontal sui- 
vant un arc de cercle mwt décrit du point o comme centre 
avec om pour rayon, et tel que l'angle momt soit égal à l'an- 
gle de rotation «; ce même arc se projette sur le plan verticcd 
suivant une parallèle m'm\ à la ligne de terre. Après la rota- 
tion, le point M a pour projections m t , m' t . 

71. On déterminera la nouvelle position d'une droite à 
l'aide de deux de ses points.' Lorsque la droite rencontre l'axe 
(fig. 77), le point de rencontre ti reste immobile, et la droite 
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décrit une surface conique; il suffit alors de considérer un se- 
cond point, par exemple sa trace horizontale a. Lorsque la 
droite est parallèle à l'axe, elle décrit un cylindre; il suffit 
alors de considérer sa trace horizontale (fig. 78). Enfin, quand 
la droite n'est pas dans un même plan avec Taxe, elle décrit 
une surface à laquelle on a donné le nom d'hyperboloïde de 
révolution. Soient (aô, afb T ) (fig. 79) les projections de la droite 
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Fig. 79. 




dans le cas général; la perpendiculaire commune à Taxe et , 

à la droite se projette en 
vraie grandeur sur le plan 
horizontal , suivant une 
perpendiculaire oa abais- 
sée du point o sur la pro- 
jection horizontale ab 9 et 
sur le plan vertical suivant 
une parallèle a'c' à la ligne 
* de terre. Après la rotation, 
le point (a, a') vient en 
(a^a't); la projection hori- 
zontale de la droite reste 
tangente au cercle décrit 
par le point a, et vient en 
a t bi\ on obtiendra la nouvelle position d'un second point de 
la droite, celle de la trace horizontale b, par exemple , en dé- 
crivant un arc de cercle du point o comme centre avec 
ob pour rayon, et on en déduira la nouvelle projection 
verticale b\a\ de la droite. 

72. Pour déterminer la 
nouvelle position d'un plan 
ABC, après une rotation 
autour d'un axe vertical, 
il suffira de considérer 
deux droites situées dans 
ce plan. On prendra de 
préférence deux horizon- 
tales du plan, par exemple 
la trace horizontale AB et 
l'horizontale (oô, c'b') qui 
rencontre l'axe. La trace 
horizontale AB (fig. 80), 
comme • nous l'avons vu , 
reste tangente au cercle décrit du point o comme centre, avec 
un rayon égal à la perpendiculaire oa abaissée du point o sur 
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cette droite, et vient en A t Bi; la seconde droite restant pen- 
dant la rotation parallèle à AB, sa nouvelle projection hori- 
zontale oh est parallèle à AiBi; sa projection verticale étant 
toujours b'c', sa nouvelle trace verticale est d\. En joignant 
le point A 4 au point d\, on obtient la nouvelle trace verticale 
du plan. 

Lorsque le plan donné est vertical, comme il reste vertical 
pendant la rotation, il suffit de déterminer la nouvelle posi- 
tion de sa trace horizontale. 



73. Appliquons ce procédé 4 la recherche de la distance de 
deux points. Lorsque la droite qui joint les deux points est pa- 
rallèle au plan vertical, elle se projette sur ce plan en vraie 
grandeur ; si la droite occupe une position quelconque dans 
l'espace, on la fera tourner autour d'un axe vertical jusqu'à 
ce qu'elle devienne parallèle au plan vertical de projection. 
Soient (a,a') y (b,V) les projections des deux points donnés 
(fig. 81) ; faisons tourner la droite AB autour de la verticale 
Fig. si. menée par le point A, jusqu'à ce 

qu'elle devienne parallèle au plan 
vertical de projection. Le point A 
reste immobile ; la projection ho- 
rizontale a b de la droite tourne 
autour du point a et vient se pla- 
cer sur une parallèle ab t à la ligne 
de terre; le point B se projette 
alors en b u b\. Dans cette nouvelle 
position, là droite se projette en 
vraie grandeur sur le plan verti- 
cal suivant a' b\. 
Si Ton veut porter sur la droite 
AB, à partir du point A, une longueur donnée, on fera tour- 
ner la droite autour de la verticale menée par le point A, pour 
la rendre parallèle au plan vertical de projection, et l'on 
déterminera sa nouvelle projection verticale à l'aide d'un 
second point quelconque (6, b') pris sur cette droite; sur cette 
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projection verticale on portera une longueur a' c/, égale à la 
longueur donnée; ramenant ensuite la droite à sa position 
primitive, on aura les projections (c, c') du point cherché. 

74. Le même procédé peut être appliqué à la détermination 
de l'angle de deux plans dont les traces sur un même plan 
de projection sont parallèles. Soient les deux plans ABC, 
DEP dont les traces horizontales sont parallèles (fig. 82) ; si 

Fig 82 on fait tourner les deux 

plans supposés invaria- 
blement liés l'un à l'au- 
tre autour d'une verti- 
cale, les traces horizon- 
tales restent parallèles ; 
on continue la rotation 
jusqu'à ce que les traces 
horizontales deviennent 
perpendiculaires à la 
ligne de terre ; les deux 
plans étant alors per- 
pendiculaires au plan vertical, leur angle est mesuré par 
l'angle de leurs traces verticales. Pour simplifier l'épure, on 
prendra pour axe de rotation la verticale b b' qui passe par le 

m 

point de rencontre b' des traces verticales des deux plans ; ce 
point b' reste immobile ; quand les traces horizontales ont été 
rendues perpendiculaires à la ligne de terre, il suffit de 
joindre les points B 4 et E £ au point b' pour avoir les traces 
verticales; l'angle des deux plans est B^'Ej. 

75. Comme troisième exemple, cherchons les points d'in- 
tersection d'une sphère et d'une droite donnée (a 6, a' b'). 
Soit (o, o') le centre de la sphère (fig. 83); le grand 
cercle horizontal se projette sur le plan horizontal suivant un 
cercle décrit du point o comme centre, avec un rayon oc égal 
au rayon de la sphère ; de même le grand cercle parallèle au 
plan vertical se projette sur le plan vertical suivant un cercle 

5 
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Fig. 83. 



égal décrit du point o' comme centre. La sphère étant com- 
prise dans le cylindre vertical qui la touche suivant la circon- 
férence du grand cercle 
horizontal , tout point 
de sa surface se projette 
sur le plan horizontal à 
l'intérieur du cercle oc; 
on verrait de même que 
la surface de la sphère 
se projette sur le plan 
vertical à l'intérieur du 
cercle oV. 

Faisons tourner toute 
la figure autour de Taxe 
vertical passant par le 
centre de la sphère, jus- 
qu'à ce que la droite 
donnée devienne paral- 
lèle au plan vertical de 
projection; et soient a 4 &i, a\b\ les nouvelles projections de la 
droite. Dans ce mouvement de rotation, la sphère coïncida 
toujours avec elle-même. Le plan vertical mené par la droite 
coupe la sphère suivant un cercle qui, après la rotation, se 
projette en vraie grandeur sur le plan vertical; le centre de 
ce cercle est situé sur une droite menée par le centre de la 
sphère perpendiculairement au plan sécant; cette droite est 
ici perpendiculaire au plan vertical de projection, et par con- 
séquent le centre du cercle se projette en o' sur ce plan. Le 
diamètre horizontal de ce cercle, étant une corde du grand 
cercle horizontal, se projette en vraie grandeur sur le plan 
horizontal suivant f t g it Si donc du point o' comme centre, 
avec un rayon égal à la moitié de/*^, on décrit un cercle, on 
aura la projection verticale du cercle d'intersection de la 
sphère et du plan vertical mené par la droite. 

Les deux points m' 4 , n' 4 , où la projection verticale a\b\ de 
la droite rencontre la projection verticale du cercle, sont les 
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projections verticales des points où la droite perce la surface 
de la sphère; on en déduit les projections horizontales m iy n\ 
de ces mêmes points. Par une rotation en sens contraire de 
la première, on ramèaçra ensuite la sphère et la droite à leur 
première position, efc oji déterminera les projections (m, m')* 
(n, n') des points d'intersection. 

76. No^s avons expliqué comment on construit les nou- 
velles projections d'une figijre, quand oa la fait tourner autqjjir 
d'un axe perpendiculaire a,u plan horizontal ; les constructions 
sont exactement les mômes qijand on la fait tourner autour 
d'un axe perpendiculaire au plan vertical* 

Une seule rotation suffît pour rendre une droite donnée pa- 
rallèle, on un plçn donné perpendiculaire, à l'un des plans de 
projection. Mais il faudrait deux rotations pour rendre une 
droite perpendiculaire, ou un plan parallèle, à ce plan de pro- 
jection. Par exemple, si Ton veut rendre une droite de la 
figure perpendiculaire au plan horizontal, on la fera tourner 
d'abord autour d'un axe perpendiculaire au plan horizontal, 
jysqu'à ce qu'elle devienne parallèle au plan vertical; ensuite 
on la fera tourner autour d'un axe perpendiculaire au plan 
vertical, jusqu'à ce qu'elle devienne perpendiculaire au plan 
horizontal. De même, si l'on veut rendre un plan parallèle au 
plan horizontal, on le fera tourner d'abord autour d'un axe 
perpendiculaire au plan horizontal, jusqu'à ce qu'il devienne 
perpendiculaire au plan vertical ; puis autour d'un axe per- 
pendiculaire au plan vertical, jusqu'à ce qu'il devienne pa- 
rallèle au plan horizontal. 

Changement des plans de projection. 

77. Nous avons dit que la simplicité d'une épure dépend 
de la position de la figure par rapport aux plans de projec- 
tion; ^tu lieu de faire tourner la ligure autour d'un axe, ou 
successivement autour de deux axes, comme nous l'avons ex- 
pliqué, pour l'amener dans une position convenable, on peut, 



68 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 



au contraire, laisser la figure immobile , et changer la posi- 
tion des plans de projection, ce qui revient au même. 

78. Avant de traiter la question générale, nous nous occu- 
perons d'un cas particulier qui, à la vérité, ne change pas la 
position relative de la figure et des plans de projection, mais 
qui a l'avantage de réduire les dimensions de l'épure et qui 
est souvent employé dans ce but; c"est celui où Ton déplace 
l'un des plans de projection parallèlement à lui-même. 

Avançons par exemple le plan vertical parallèlement à lui- 
même, en laissant fixe le plan horizontal, et soit LiT f la nou- 
velle ligne de terre (fig. 84). Nous prendrons pour plan de 

Fi 84 Tépure le plan horizontal 

qui est fixe. Soient {a, a') 
les projections d'un point 
A de l'espace dans le pre- 
mier système; la projec- 
tion horizontale a reste la 
même; la hauteur du 
point A au-dessus du plan 
horizontal ne changeant 
pas, H suffira de prendre, 
à partir de la nouvelle 
ligne de terre, une lon- 
gueur «la'i égale à a a' 
pour obtenir la nouvelle 
projection verticale a/. Si Ton avait à considérer un grand 
nombre de points, on abrégerait les constructions en re- 
marquant que la distance a'a\ est constante et égale à a« 4 . 

Soient (ab, a'b') les projections d'une droite dans le pre- 
mier système; la projection horizontale ne change pas, la 
nouvelle projection verticale a\b\ est parallèle à a'b', et pour 
l'obtenir, il suffit d'en construire un point. 

Considérons enfin un plan ABC défini par ses traces; sa 
trace horizontale AB ne change pas; pour avoir la nou- 
velle trace verticale, il suffit par le point B â , où la trace hori- 




DES MÉTHODES. 



69 



Fig. 85. 



zontale ÀB rencontre la nouvelle ligne de terre , de mener 
une parallèle B â C4 à BC. 

79. Comme application de cette méthode, proposons- nous 
de trouver l'intersection de la droite (a6, o! V) et du plan 
AaB (fig. 85). 
La trace verticale du plan qui projette la droite sur le plan 

horizontal ne rencontre 
pas la trace verticale aB 
du plan donné dans les 
limites de l'épure, et de 
même la trace horizon- 
tale du plan qui pro- 
jette la droite sur le 
plan vertical ne ren- 
contre pas la trace ho- 
rizontale a A du plan 
donné dans les limites 
de l'épure. La construc- 
tion que l'on effectue 
d'ordinaire ne peut pas 
être appliquée immé- 
diatement. Mais si Ton déplace l'un des plans de projection, 
la difficulté disparaît. 

Élevons le plan horizontal, en laissant fixe le plan vertical, 
et soit L 4 Ti la nouvelle ligne de terre; nous prenons pour plan 
de l'épure le plan vertical, qui est iiie. Le plan proposé a pour 
nouvelle trace horizontale la droite a 4 A 4 parallèle à a A ; la droite 
proposée a toujours pour projection verticale a'6'; sa nouvelle 
projection horizontale est parallèle à l'ancienne ; pour la trou- 
ver, nous prendrons un point quelconque C de cette droite ; 
la projection verticale de ce point est toujours c', et, comme 
le point C est à une distance du plan vertical égale à yc, on 
obtiendra la nouvelle projection horizontale c 4 , en prenant 
YiC t égale à yc; on obtient donc la nouvelle projection hori- 
zontale de la droite en menant par le point c 4 la droite c { a, 
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•parallèle à ca. On appliquera maintenant là construction or- 
dinaire; on cherchera l'intersection (fid iy fdf) du plan A^B 
avec le plan fd?d l9 qui projette la droite donnée sur le plan 
Vertical; le point (to 4 , *n'), où cette droite d'intersection ren- 
contre la droite donnée, est le point detaahdé ; par rapport 
aux plans primitifs, les projections de ce point Sont (m, m'). 

80. Changeons maintenant la direction des plans de pro- 
jection, et supposons d'abord que, laissant invariable le plan 
horizontal, on déplace le plan vertical. Soit L^ la nouvelle 
Kgne de terre (fig. $6), c'est-à-dire la trace du nouveau plan 
ni. 86. vertical sur le plan horizon- 

tal ; il est évident que la pro- 
jection de la figure sur le plan 
horizontal ne change pas; 
pour construire la projection 
sur le nouveau plan vertical, 
on prendra pour plan de l'é- 
pure le plan horizontal, et on 
imaginera que le plan verti- 
cal a été rabattu sur le plan horizontal. 

Pour trouver lanouvelle projection verticale a' f d'un point A, 
on mènera de la projection horizontale a une perpendicu- 
laire aa 4 à la nouvelle ligne de terre, et à partir de cette ligne 
et du côté convenable on portera une longueur « 4 a\ égale à 
la hauteur *<*' du point A au-dessus du plan horizontal. 

Pour obtenir la nouvelle projection verticale b\a\ d'une 
droite AB, oh construira les nouvelles projections verticales 
de deux de ces points ; on emploiera de préférence la trace 
horizontale b. 




8t. Pour déterminer la nouvelle trace verticale d'un plan 
BAC (fig. 87), on remarquera d'abord que le point A 4 , où la 
trace horizontale rencontre la nouvelle ligne de terre, appar- 
tient à cette trace verticale. On observera ensuite que la droite 
d'intersection a a' des deux plans verticaux rencontre le plan 
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Fig. 87. 




donné en un point dont les anciennes projections sont a et a'; 
en élevant au point a une perpendiculaire à la nouvelle ligne de 

terre, et prenant sut 
cette perpendiculaire une 
longueur aa\ égalé à 
aa', on aura la nouvelle 
projection verticale de ce 
point, et par suite un 
point de la nouvelle trace 
verticale du plan. 

Si le point d'intersec- 
tion a dès deux lignes 
de terre était trop éloi- 
gné, on mènerait dans 
le plan une horizontale 
(bc, 6V), et on chercherait le point (c, d) où elle rencontre' le 
nouveau plan vertical; la nouvelle projection verticale c\ de 
ce point appartient à la nouvelle trace verticale A^ du plan. 

82. Proposons-nous, par exemple, de déterminer l'angle 

d'un plan BAC avec le 
plan horizontal. On sait 
que, si ce plan est per- 
pendiculaire au plan ver- 
tical (n* 86), l'angle 
cherché est mesuré par 
l'angle que fait la trace 
verticale du plan avec 
la ligne de terre. On 
prendra une nouvelle li- 
gne de terre L 4 f 4 per- 
pendiculaire à la trace 
horizontale AB (fig. 88), et on déterminera la nouvelle trace 
verticale A^; l'angle C^Ti est l'angle demandé. 

Nous avons laissé le plan horizontal fixe, et nous avons 
changé la position du plan vertical; on pourrait, au contraire, 



Fig. 88. 
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laisser fixe le plan vertical et changer la direction de l'autre 
plan de projection. Dans ce cas, on prendrait pour plan de 
Tépure le plan vertical, sur lequel on rabattrait le nouveau 
plan horizontal. Ce nouveau plan cesse en général d'être 
horizontal; cependant, pour la commodité du discours on 
l'appelle encore plan horizontal. 

En laissant fixe l'un des plans de projection, on peut rendre 
l'autre parallèle à une droite donnée , ou perpendiculaire à 
un plan donné. 

Mais si l'on voulait rendre l'un des plans de projection 
perpendiculaire à une droite donnée, ou parallèle à un plan 
donné, il faudrait changer la position des deux plans de 
projection. Par exemple, pour rendre l'un des plans de pro- 
jection perpendiculaire à la droite AB (fig. 89), on laissera 

Fig. 89. 




d'abord fixe le plan horizontal, et on prendra pour nou- 
velle ligne de terre une droite L 4 T 4 parallèle à la projec- 
tion horizontale ab; on construira la nouvelle projection ver- 
ticale a\b\ de la droite. Laissant ensuite ce nouveau plan ver- 
tical fixe, on prendra pour nouvelle ligne de terre une droite 
L 2 Tî perpendiculaire à la nouvelle projection verticale a\ b\ 
de la droite; en prenant la longueur aa 2 égale à aa\, on aura 
la nouvelle projection horizontale a 2 de la ligne droite; cette 
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projection se réduit à un point. On pourrait, par ce moyen, 
ramener la recherche de la perpendiculaire commune à deux 
droites au cas particulier où l'une des droites est perpendicu- 
laire au plan horizontal. 

Lorsque la simplification de l'épure exige deux opérations, 
soit deux rotations, soit deux changements de plans de pro- 
jection, il est souvent avantageux, pour la clarté de l'épure, 
d'employer deux opérations différentes : une rotation et un 
changement de plan 1 de projection. 



I 
1 



CHAPITRE V. 



PROJECTIONS D 9 VK CERCLE 



Projections d'une .courbe quelconque. — Projections d'un cercle situé 
dans un plan perpendiculaire au plan vertical. — Projections d'un 
cercle situé dans un plan quelconque. — Sphère inscrite et sphère 

circonscrite à un tétraèdre. 



Fig. 90. 



85. On appelle projection d'une courbe ÀB sur un plan le 
lieu des projections de tous les points de la courbe. Si des dif- 
férents points de la courbe on abaisse des perpendiculaires 
sur le plan de projection LM, on formera un cylindre proje- 
tant dont la trace ab (fig. 90) sur le 
plan de projection sera la projection 
de la courbe proposée. 

Pour déterminer complètement la 
courbe dans l'espace, il faut donner 
ses projections a&, a' &', sur deux plans 
LM,LN. Si par la projection horizontale 
a b on élève un cylindre perpendiculaire 
au plan horizontal de projection, et si 
par la projection verticale a' V on mène 
un cylindre perpendiculaire au plan vertical, l'intersection de 

ces deux cylindres donnera la courbe 
AB dans l'espace. 

Soit a b la projection d'une courbe A B 
(fig. 9 1), la projection mt de la tangente 
MT en un point quelconque M de la ligne 
AB est tangente à la courbe ab. En effet, 
par lepointMet un pointvoisinM' faisons 
passefune sécante MS, la projection de 
cette sécante est une droite ms passant 
par les deux points m et m', projections 
de M et M'; si l'on fait tourner la sécante M S autour du 




Fig. 91. 
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point M de manière que le point M' s'approche Mdéfinimeiit 
du point M, là sécante teiid vers une positiôft lîînite MT, qui 
est la tangente à la courbé AB au point M; en même temps le 
point m' s'approche indéfiniment du poiiit m, et la Sécante m$, 
projection dé M S, tend Vers une position limite rrit 9 qui est la 
tângetite à la courbe ab au point th\ on éti conclût que la tan- 
gente ml à la couritè ab est la projection de là tangente MT à 
là courbe AB. 

Nous appliquerons au cercle ce Mode de représentation des 
lignes. 

Problème I. 

, 84. Construire ki projections d'un cercle situé dans un plan 
perpendiculaire au pian vertical. 

Lorsque le plan du cercle est parallèle au plan horizontal, 
il est clair que le cercle se projette sur le plan horizontal 
suivant un cercle égal, et sur le plan vertical suivant une 
droite parallèle à la ligne de terre, droite qui est la trace du 
plan du cercle. 

Supposons maintenant le cercle situé dans un plan P Q R , 
oblique à l'horizon, mais perpendiculaire au plan vertical de 
projection (fig. 1, pi. I). Le plan du cercle étant perpendicu- 
laire au plan vertical, le cylindre qui projette le cercle sur le 
plan vertical se réduit'au plan même du cercle ; la projection 
verticale du cercle se réduit donc dans ce cas aune ligne droite 
&d', égale au diamètre, et située sur la trace verticale du plan. 
Soient o, o' les projections du centre. Par le point o' menons 
une droite perpendiculaire au plan vertical de projection; 
cette droite, passant par le centre, sera un diamètre AB du 
cercle. Imaginons que le plan du cercle tourne autour de ce 
diamètre, jusqu'à ce qu'il devienne parallèle au plan horizon- 
tal, alors le cercle se projettera sur le plan horizontal suivant 
un cercle ad t bc i , décrit du point o comibe centre avec le rayon 
donné , et sur le plan vertical suivant la droite c\ d\ , paral- 
lèle à la ligne de terre et égale à un diamètre. Traçons ce cer- 
cle. Supposons maintenant que le plan du cercle tourne de 
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nouveau autour du diamètre AB, mais en sens inverse, pour 
revenir à sa position primitive* Dans ce mouvement, un point 
quelconque m f du cercle décrira un arc de cercle ayant son 
centre sur Taxe de rotation AB et son plan perpendiculaire à 
cet axe.Cet arc se projette en vraie grandeur sur le plan verti- 
cal, suivant un arc de cercle m\m r décrit du point & comme 
centre, et sur le plan horizontal suivant une droite m i m paral- 
lèle à la ligne de terre; la projection verticale du point vient 
en m' sur la trace verticale du plan, et une perpendiculaire 
m' m à la ligne de terre détermine la projection horizontale m. 
En répétant la même construction pouf différents points du 
cercle, et faisant passer à la main un trait continu par tous les 
points ainsi obtenus, on aura la courbe adbc, suivant laquelle 
le cercle donné se projette sur le plan horizontal. 

Remarques. 

85. Cette courbe est arrondie et a la forme ovale. On lui a 
donné le nom d?ellip$e. Voici quelques-unes de ses propriétés. 

Remarquons d'abord que les deux extrémités a et b du dia- 
mètre ab, étant situées sur Taxe de rotation, restent immo- 
biles, et par conséquent appartiennent à l'ellipse. On voit sur 
la figure que ce diamètre a b est un axe de l'ellipse, c'est-à-dire 
partage la courbe en deux parties symétriques. Car, si Ton 
prend dans le cercle une corde m^^ perpendiculaire à a 6, cette 
corde, d'abord horizontale, tournant autour de son milieu *, 
deviendra parallèle à QR, et se projettera suivant mn\ le 
point i, milieu de la corde m^i, restera encore le milieu de 
la projection mn. Ainsi, tous les points de l'ellipse sont deux 
à deux symétriques par rapport à la ligne ab qui est le grand 
axe de l'ellipse. 

Considérons dans le cercle le diamètre Cid 4 perpendiculaire 
à ab. Ce diamètre, tournant autour du point o, se projette sui- 
vant la ligne cd qui est un second axe de l'ellipse. Car, si dans 
le cercle on prend une corde k i m i parallèle à a 6, cette corde 
reste parallèle kab dans le mouvement de rotation; elle décrit 
un cylindre et se projette en vraie grandeur suivant km\ les 
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deux points ft 4 et m t sont symétriques par rapport au diamètre 
c,d 4 , et il en est de même des deux points k et m. Ainsi la 
courbe est divisée en deux parties symétriques par le dia- 
mètre cd qui est le petit axe de l'ellipse. 

Le centre du cercle est aussi centre de l'ellipse. Car, un dia- 
mètre quelconque du cercle étant divisé parle centre en deux 
parties égales, sa projection sera aussi divisée en deux parties 
égales par la projection o ducentre. Ainsi, dans l'ellipse, toutes 
les droites menées par le point o sont divisées en ce point en 
deux parties égales ; c'est pourquoi le point o est dit centre de 
l'ellipse. 

86. On conclut de ce qui précède que la projection d'un 
cercle sur un plan qnelconque est une ellipse. Car on peut 
toujours imaginer que les deux plans de projection rectangu- 
laires soient , # l'un le plan sur lequel on projette le cercle, 
l'autre un plan perpendiculaire au premier et au plan du 
cercle. La disposition des choses sera exactement celle de la 
figure précédente, et même, pour ne pas changer le discours, 
rien n'empêche que l'on continue d'appeler plan horizontal le 
premier plan, et plan vertical le second. Le grand axe de 
l'ellipse est la projection en vraie grandeur du diamètre pa- 
rallèle au plan de projection, le petit axe la projection du dia- 
mètre perpendiculaire au premier. 

87. La perpendiculaire mi abaissée d'un point quelconque m 
de l'ellipse sur le grand axe a b s'appelle une ordonnée de l'el- 
lipse. L'ordonnée mi de l'ellipse est la projection de l'ordon- 
née correspondante m l i du cercle. On démontre aisément que 
le rapport de ces deux ordonnées est constant. En effet, l'or- 
donnée im de l'ellipse est égale ào'o; l'ordonnée im 4 du cer- 
cle à o'm\ et par suite à o'm'; de même l'ordonnée od est 
égale à o'p et od x à o'd\ ou à o'd' . Mais les deux triangles 
rectangles semblables o'm'a, o'd'fk donnent les rapports égaux 

o'ol _ o'ft 
o'm''~o'd l 
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ou 9 en remplaçant ces longueurs par des longueurs égales, 

im od cd 
tmi od\ ab % 

Ainsi, le rapport, d'wne ordonnée quelconque de V ellipse à l'ordonnée 
correspondante du cercle est égale au rapport du petit axe au grand 
axe. Cette propriété est caractéristique : elle définit complète- 
ment l'ellipse. Il eg résulte que l'on peut considérer l'ellipse 
comme provenant de ^déformation d'un cercle dont op réduit 
toutes, les ordonnées dans un même rapport. 

88. On peut aussi construire la projection de la tangente en 
un point quelconque (m, m'). Menons la tangente m t l au cer- 
cle au point m ft , et prolongeons cette tangente jusqu'à sa ren- 
contre en t avec le prolongement de l'axe ab. Dans le mouve- 
ment de rotation autour de Taxe, la droite m A \ décrit un cône 
ayant pour sommet le point t, qui reste immobile ; le point m i 
venant en m, la tangente se projettera suivant la droite mt\ 
cette droite est évidemment tangente à l'ellipse* 

m 

Problème II. 

89. Construire les projections d'un cercle situé dans un plan 
quelconque. 

Supposons maintenant le cercle situé dans un plan quelcon- 
que PQR (fig. 2, pi. I). Faisons tourner ce plan autour de sa 
trace horizontale P Q pour le rabattre sur le plan horizontal ; 
la trace verticale QR se rabat sur la droite' Q Ri. Dans le plan 
ainsi rabattu, traçons le cercle donné 0, puis imaginons qu'on 
relève ce plan, en le faisant tourner autour de la ligne PQ, 
pour le ramener à sa position primitive, et proposons-nous de 
construire les projections du cercle. 

A cet effet, prenons un point quelconque M du cercle, et 
cherchons les projections m, m' de ce point quand le plan est 
relevé, en employant l'horizontale M K comme nous l'avons 
expliqué (n°68). 
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On obtiendra ainsi les projections d'autant de points du 
cercle que l'on voudra ; faisant ensuite passer un trait continu 
par ces différents points, on décrira les deux ellipses acbd, 
a'dV d', projections du cercle sur les deux plans de projections. 

Remarques. 

90. Considérons d'abord l'ellipse horizontale. Traçons dans 
le cercle deux diamètres, l'un AB parallèle à PQ, l'autre CD 
perpendiculaire, et construisons les projections de leurs extré- 
mités. D'après ce qui a été dit dans le problème précédent 
(n° 88), la projection a b du diamètre horizontal AB est le grand 
axe de l'ellipse, la projection cd du diamètre perpendiculaire 
CD est le petit axe. Il est d'ailleurs très-aisé de le voir direc- 
tement sur Tépure; une corde perpendiculaire à AB ou à PQ 
donne dans l'ellipse une corde aussi perpendiculaire à PQ, ou 
à ab ; mais la première est divisée par le diamètre A B en deux 
parties égales ; sa projection est de même divisée par le dia- 
mètre ab en deux parties égales ; la ligne ab divise donc l'el- 
lipse en deux parties symétriques, c'est le grand axe. Une 
corde horizontale ou parallèle à PQ dans le cercle, donne dans 
l'ellipse une corde qui est aussi parallèle à PQ, et par consé- 
quent perpendiculaire à cd\ mais la première est divisée en 
deux parties égales par le diamètre perpendiculaire CD; sa 
projection est de même divisée en deux parties égales par le 
diamètre cd, qui est le petit axe de l'ellipse. 

91. Ces deux diamètres rectangulaires AB et CD du cercle 
qui donnent les deux axes de l'ellipse horizontale, donnent, 
non pas les deux axes de l'ellipse verticale, mais un système 
de deux diamètres conjugués a' b' et c d'. On appelle ainsi deux 
diamètres tels que chacun d'eux divise en deux parties égales 
les cordes parallèles à l'autre. Dans le cercle, deux diamètres 
rectangulaires, tels que AB et CD, forment évidemment un 
système de diamètres conjugués ; car A B divise en deux parties 
égales les cordes parallèles à C D et réciproquement. En pro- 
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jection, les cordes parallèles à c'd' sont toujours divisées en 
deux parties égales par le diamètre a'b\ et de même les cordes 
parallèles à a' V par le diamètre d ô! ; dans l'ellipse, les deux 
diamètres a'V et c' d! forment donc un système de diamètres 
conjugués. Quand deux diamètres conjugués sont rectangu- 
laires, il est clair que chacun d'eux diyise la courbe en deux 
parties symétriques : ce sont les deux axes de l'ellipse. C'est 
ce qui a eu lieu en projection horizontale ; les deux diamètres 
conjugués a b etcd, étant rectangulaires, sont les axes de l'el- 
lipse horizontale. 

Si l'on voulait avoir les axes de l'ellipse verticale, il faudrait 
tracer dans le cercle deux diamètres rectangulaires E F et G H, 
l'un parallèle à QRi, l'autre perpendiculaire. Dans le mouve- 
ment autour de PQ, le diamètre EF, restant parallèle à QR 
devient parallèle à Q R et, par conséquent, parallèle au plan 
vertical ; sa projection verticale e'f est parallèle à Q R, et sa 
projection horizontale «/'parallèle à la ligne de terre; la droite 
e'f est le grand axe de l'ellipse. Le diamètre perpendiculaire 
G H donne le petit axe g' h'. 

La tangente M r au cercle a pour projections les tangentes m z, 
m't' aux ellipses ; le point f, qui est sur l'axe de rotation PQ, 
reste immobile. 

Problème m. 

92. Circonscrire une sphère à un tétraèdre SÀBG. 

Le centre O de la sphère circonscrite devant être équidis- 
tant des quatre sommets du tétraèdre est à l'intersection des 
plans perpendiculaires aux arêtes AB, AG, AS en leurs milieux. 
Les plans perpendiculaires aux arêtes A B et A G, en leurs mi- 
lieux, se coupant suivant une perpendiculaire au plan ABC 
menée par le centre du cercle circonscrit au triangle ABC, 
le centre de la sphère est à l'intersection de cette droite et du 
plan perpendiculaire à l'arête A S en son milieu. 

Afin de simplifier l'épure, supposons la base abc du té- 
traèdre placée sur le plan horizontal, et menons la ligne de 
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Fig. 92. 



terre parallèle à la projection horizontale sa d'une arête la- 
térale. 
Soient s et s' les projections du sommet S (fig. 92). Déter- 
minons d'abord le centre o du 
triangle circonscrit au triangle 
abc\ le centre de la sphère est 
sur la verticale qui passe en 
ce point. Menons ensuite un 
plan perpendiculaire à l'arête 
(sa, s'a') en son milieu; la trace 
verticale de ce plan est la per- 
pendiculaire à la droite s'a 1 
menée par son milieu %' ; le 
point o' où cette perpendicu- 
laire rencontre la perpendicu- 
laire à la ligne de terre menée 
par le point o est la projection 
verticale du centre de la sphère ; 
la projection horizontale est en o; le rayon est la distance 
o'a, des points (o, o') et (a, a'). 




Problème IV. 

95. Inscrire une sphère dans un tétraèdre S AB G. 

Le centre O de la sphère inscrite, devant être également 
distant des quatre faces, est à l'intersection des plans bissec- 
teurs des trois angles dièdres AB, BG et AG (fig. 93). Pour 
faciliter l'épure, imaginons un plan P parallèle au plan de la 
base ABC; ce plan coupe le tétraèdre OABG suivant un trian- 
gle DE F qui a ses côtés respectivement parallèles à ceux du 
triangle ABC. Abaissons du sommet S une perpendiculaire 
Si sur la base A B G, et du point s menons une perpendicu- 
laire II au côté AB ; l'angle Sis mesure l'angle dièdre A B ; la 
bissectrice IG de cet angle appartient au plan bissecteur 
OAB; le point G où elle rencontre le plan auxiliaire M est si- 
tué sur le côté DE. En opérant de la même manière par rap- 
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Fig. 93. 




port aux deux autres angles dièdres B G et A G, on aura un 
point de la droite EP, et un point de la droite DP. Si, par ces 

trois points, on mène des paral- 
lèles aux côtés du triangle ABC, 
on aura le triangle DEP; les 
droites qui joignent les sommets 
correspondants des deux triangles 
détermineront le centre de la 
sphère. 

La figure 24 de la planche V repré- 
sente l'exécution des constructions 
que nous venons d'indiquer. On a 
supposé la base abc du tétraèdre 
sur le plan horizontal, et le côté a b 
perpendiculaire à la ligne de terre ; 
le plan horizontal auxiliaire P a pour trace verticale p' p'. 
L'angle dièdre a b est mesuré ici immédiatement par l'angle 
.ç'aV; la bissectrice a' g' de cet angle rencontre le plan auxi- 
liaire, au point (g, g 9 ). Du point s abaissons une perpendi- 
culaire si sur bc\ faisons tourner le triangle rectangle Ssl 
autour de la verticale S s, jusqu'à ce qu'il devienne paral- 
lèle au plan vertical de projection ; l'angle dièdre b c est me- 
suré par l'angle s' h' a'; x>n mènera la bissectrice J/*/ de cet 
angle, et ramenant ensuite le plan vertical dans sa première 
position, on aura la projection horizontale h du point H. En 
opérant de la même manière par rapport au côté ac, on ob- 
tiendra la projection horizontale k du point K. Si maintenant 
on mène par lés points g, h f k des parallèles aux côtés du 
triangle a bc, on obtiendra la projection horizontale def du 
triangle DEP. Les droites qui joignent les sommets de ce trian- 
gle a ceux du triangle AB G passent par un même point o qui 
est la projection horizontale du centre de la sphère ; la pro- 
jection verticale o' est sur la droite a' g', projection verticale de 
A D. Le rayon de la sphère est la hauteur du point O au-dessus 
du plan horizontal, c'est-à-dire oV 



CHAPITRE VI. 

PROJECTIONS DE DIFFERENTS SOLIDES. 

Cube dans diverses positions. — Pyramide. — Prisme. — Polyèdre. — 
Intersection de deux polyèdres. — Polyèdres réguliers. — Plan, élé- 
vation, coupe. 

Problème I. 

94. Construire les projections d'un cube dont la base repose sur 
le plan horizontal. 

Nous supposons que la basé du cube abcd (fig. 3, pi. I) re- 
pose sur le plan horizontal. Les arêtes latérales du cube, étaCnt 
verticales, se projettent en vraie grandeur sur le plan vertical, 
suivant des droites a!e\ Vf, c'g', d'h', perpendiculaires à la 
ligne de terre. La projection horizontale efgh de la face su- 
périeure du cube coïncide avec la base inférieure ; quant à sa 
projection verticale e! g\ elle est parallèle à la ligne de terre. 

Problème IL 

95. Construire les projections d'un cube dont la base, repose sur 
un plan perpendiculaire au plan vertical. 

On suppose que Tune des faces du cube repose aur le plan 
PQR (fig. 4, pi. I), oblique à l'horizon, mais perpendiculaire 
au plan vertical de projection. Faisons tourner ce plan autour 
de la ligne PQ pour le rabattre sur le' plan horizontal, et dans 
le plan rabattu traçons le carré ABCD, base du cube. Rame- 
nons maintenant le plan à sa position primitive. La base du 
cube étant située dans le plan PQR perpendiculaire au plan 
vertical, sa projection verticale tombe sur la trace verticale 
OR du plan. Dans le mouvement de rotation, le point A décrit 
un arc de cercle, qui a pour centre le pied H de la perpendi- 
culaire abaissée du point A sur Taxe PQ, et dont le plan, per- 
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pendiculaire à la ligne PQ, est parallèle au plan vertical; cet 
arc de cercle se projette donc sur le plan horizontal suivant la 
ligne A a parallèle à la ligne de terre; sur le plan vertical, il 
se projette en vraie grandeur suivant un arc de cercle décrit 
du point Q comme centre avec un rayon égal à AH. La rencon- 
tre de cet arc de cercle avec la ligne QR donne la projection 
verticale a' du point A ; on en déduit la projection horizon- 
tale a par une perpendiculaire à la ligne de terre. On con- 
struira de même les projections des autres sommets du carré, 
et, joignant ces points deux à deux, on obtiendra le parallé- 
logramme abcd, projection horizontale de la base du cube. • 
Les arêtes latérales du cube, étant perpendiculaires au plan 
PQR, sont parallèles au plan vertical, et par conséquent se 
projettent en vraie grandeur sur ce plan. On sait d'ailleurs 
que les projections de ces droites perpendiculaires au plan 
PQR sont respectivement perpendiculaires aux traces du plan 
(n° 40). Donc, si par les points a', b\ & \ d' on élève des perpen- 
diculaires aV, b'f\ c'g\ d'h' à la ligne QR, et que Ton prenne 
ces perpendiculaires égales aux arêtes du cube, on aura les 
projections verticales des arêtes latérales. Leurs projections 
horizontales sont perpendiculaires à la ligne P Q ; on en déter- 
minera les extrémités e, f, g, h, en menant des points e\ /*, g*, h' 
des perpendiculaires à la ligne de terre. La figure efgh, pro- 
jection de la base supérieure du cube, est un parallélogramme 
égal au parallélogramme abcd; la projection verticale est une 
droite e 1 g' parallèle à a! cf. 

Il est bon, afin de se représenter plus aisément le solide 
dans l'espace, de marquer les arêtes visibles par des lignes 
pleines et les arêtes invisibles par des lignes ponctuées. Voici 
les conventions généralement admises à cet égard. En ce qui 
concerne la projection horizontale, on imagine qu'un observa- 
teur, placé à une très-grande hauteur au-dessus du plan hori- 
zontal, regarde le corps ; toute la partie du corps visible pour 
cet observateur sera marquée par des lignes pleines sur la pro- 
jection horizontale; toute la partie invisible sera marquée par 
des lignes ponctuées. Dans l'exemple actuel, il est clair que la 
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base supérieure efgh du cube est entièrement visible pour 
l'observateur placé à une très-grande hauteur au-dessus du 
plan horizontal, ainsi que les trois arêtes latérales &/*, cg, dh< 
et les deux arêtes bc et cd de la base inférieure; l'arête laté- 
rale ae est invisible, ainsi que les deux arêtes a b et ad de la 
base inférieure. 

Quant à la projection verticale, on imagine un observateur 
placé à une très-grande distance en avant du plan vertical ; la 
partie visible pour cet observateur sera marquée en lignes 
pleines, et la partie invisible en lignes ponctuées. Les trois 
arêtes latérales a'e\ Vf\ c'g' sont visibles, l'arête d'h' est in- 
visible. 

Problème III. 

96. Construire les projections d'un cube dont la base repose sur 
un plan quelconque. 

Faisons tourner le plan PQR, sur lequel repose la base du 
cube, autour de sa trace horizontale PQ (fig. 7, pi. II), pour le 
rabattre sur le plan horizontal, et déterminons, comme au 
n° 68, le rabattement QRt de la trace verticale QR du plan. 
Dans le plan rabattu, soit ABGD le carré servant de base au 
cube. Relevons maintenant le plan pour le ramener à sa po- 
sition primitive. On obtiendra les projections a, a' du point A 
à l'aide de l'horizontale AK; on obtiendra de même les pro- 
jections des autres sommets, et par suite les parallélogrammes 
abcd, a'b'c'd', projections du carré ABGD, base du cube. 

Les arêtes latérales du cube étant perpendiculaires au plan 
PQR, leurs projections sont respectivement perpendiculaires 
aux traces du plan ; il s'agit de porter sur l'une d'elles (ae,'aV), 
à partir du point (a, a'), une longueur égale au côté du cube. 
Pour cela , rabattons le plan qui projette cette arête sur le 
plan horizontal, en le faisant tourner autour de sa trace ho- 
rizontale aH; le point A se rabat en Ai sur une perpendicu- 
laire à a H, et à une distance ak i égale à <xa'. La ligne H Ai dst 
le rabattement de H A. L'arête latérale du cube, étant perpen- 
diculaire à cette ligne, aura pour rabattement la droite A 4 E t 
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perpendiculaire à H A t et égale au côté AB du cube. Si main- 
tenant on relève le plan projetant, la droite Eie, perpendicu- 
laire à a H, deviendra verticale, et le point e sera la projection 
horizontale du sommet E du cube; on en déduira la projection 
verticale e' par une perpendiculaire à la ligne de terre. Une 
fois les projections du sommet E déterminées, on obtiendra 
immédiatement les projections de la base supérieure du cube, 
en remarquant que ces projections sont égales et parallèles 
à celles de la base inférieure. 

Problème IV. 

97. Construire les projections d'un cube ayant l'une de ses dia- 
gonales verticale. 

Soit MN le côté du cube (fig. 5, pi. I) ; si, sur une perpendicu- 
laire à MN, on prend MP = MN, l'hypoténuse NP sera la dia- 
gonale de la base du cube; si, sur une perpendiculaire à NP, 
on prend ensuite PQ = MN, la longueur NQ représentera la 
diagonale du cube. On suppose le cube placé de telle sorte 
que Tune de ses diagonales soit perpendiculaire au plan hori- 
zontal qu'elle touche par son extrémité inférieure au point 6. 
Cette diagonale aura pour projection horizontale le point b, 
et pour projection verticale la droite b' a', perpendiculaire à 
la ligne de terre et égale à NQ. Les douze arêtes du cube sont 
parallèles quatre à quatre. Considérons d'abord le cas où 
quatre arêtes du cube sont parallèles au plan vertical ; le plan 
passant par les deux arêtes opposées A G, BF sera parallèle 
au plan vertical; ce plan coupe le cube suivant un rectangle 
qui se projette en vraie grandeur sur le plan vertical en a'&b'f, 
et qui a pour côtés deux arêtes a' c\ b' p du cube, et les dia- 
gonales V c\ dp de deux faces opposées. On l'obtiendra en 
construisant un triangle a'b'c' égal au triangle QNP. 

Les arêtes AC, BP, dont on connaît les projections verticales 
aï c\ Vp, étant parallèles $u plan vertical, ont leurs projections 
horizontales ac et b f parallèles à la ligne de terre. Les trois 
arêtes AC, AE, AG, qui aboutissent au point A, étant égale- 
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ment inclinées sur la diagonale verticale AB^ ont leurs projec- 
tions horizontales ac, ae, a g égales entre elles; il en résulte 
aussi que les trois angles droits que forment ces arêtes deux 
à deux se projettent sur le plan horizontal suivant des angles 
cae, eag, gac égaux entre eux, et valant chacun 120 degrés, 
puisqu'ils recouvrent tout le plan. Ainsi, les trois faces du cube 
qui aboutissent au point A ont pour projections sur le plan 
horizontal les trois losanges égaux acde, aefg, aghc> formant 
ensemble un hexagone régulier. Ces trois faces sont visibles 
pour un observateur placé à une grande hauteur au-dessus du 
plan horizontal. De même les trois faces qui aboutissent à 
l'extrémité inférieure B, et qui sont invisibles, se projettent 
suivant les losanges égaux bdef, bfgh, bhcd. La manière la 
plus simple d'effectuer la construction sera de décrire un 
cercle du point a comme centre avec ac pour rayon, et d'in- 
scrire dans ce cercle un hexagone régulier. 

Les deux faces opposées AEFG, BDGH sont perpendicu- 
laires au plan du rectangle ACBF, et par conséquent perpen- 
diculaires au plan vertical; elles se projettent donc sur le 
plan vertical suivant les deux droites a'f, b'c'. La diagonale 
A F de la première face étant parallèle au plan vertical, l'autre 
diagonale EG, qui lui est perpendiculaire et horizontale, 
est perpendiculaire au plan vertical et se projette au point e', 
milieu de a' f ; ce point est la projection verticale des deux 
sommets E et G. De même la diagonale D H de la seconde face 
est perpendiculaire au plan vertical et se projette au point d', 
milieu de 6 V ; ce point est la projection verticale des deux 
sommets D et H. On connaît ainsi les projections de tous les 
sommets. Les deux arêtes DE, H G, qui sont parallèles aux 
arêtes A G, BF, ont même projection verticale dV; les deux 
faces ACDE, AGHG ont même projection verticale, le rectan- 
gle a'c'dV; les deux faces BDEF, BHGF ont aussi même pro- 
jection verticale, le rectangle b'd'e'f. Il est clair que les trois, 
sommets G, E, G sont à la même hauteur au-dessus du plan 
horizontal, ainsi que les trois sommets D, F, H; il en résulte 
que les droites cf e' et d'f sont parallèles à la ligne déterre. 
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Il est bon de remarquer aussi que ces deux parallèles divisent 
la diagonale a'b* en trois parties égales. 

98. Considérons maintenant le cas où l,e plan du rectangle 
ACBF, qui est toujours vertical, n'est plus parallèle au plan 
vertical et fait avec ce plan un certain angle cac ± (fig. 6, pi. I). 
Imaginons que le cube tourne autour de la diagonale verti- 
cale AB de l'angle cac^ , jusqu'à ce que le plan du rectangle 
devienne parallèle au plan vertical. Le rectangle aura alors 
pour projection verticale le rectangle égal a'c\b'f' l , que Ton 
construira comme précédemment, et pour projection horizon- 
tale une parallèle c i f i à la ligne de terre. Faisons tourner dé 
nouveau le cube autour de la diagonale verticale A B pour le 
ramener à sa position primitive, chaque point décrira un arc 
de cercle dans un plan perpendiculaire à Taxe et par consé- 
quent horizontal; cet arc se projettera en vraie grandeur sur 
le plan horizontal suivant un arc égal décrit du point b comme 
centre, et sur le plan vertical suivant une parallèle à la ligne 
de terre. Ainsi, la projection horizontale du sommet C vient 
en c après avoir décrit l'arc c A c, tandis que la projection ver- 
ticale se meut parallèlement à la ligne de terre de c\ en c'. 
L'hexagone régulier a tourné en quelque sorte tout d'une pièce 
autour de son centre ; ayant le point c, on construira l'hexa- 
gone dans sa nouvelle position ; connaissant les projections 
horizontales de tous les sommets, on pn déduira les projec- 
tions verticales par des perpendiculaires à la ligne de terre. 

Problème V. 

99. Construire les projections d'un cube dont la base repose sur 
un plan passant par la ligne de terre. 

Dans la plupart des questions de géométrie descriptive, 
deux plans de projections suffisent, le plan horizontal sur le- 
quel on construit l'épure, et le plan vertical élevé par la ligne 
de terre LT et rabattu sur le plan horizontal. Dans la ques- 
tion actuelle, nous nous servirons d'un second plan vertical 
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de projection perpendiculaire au premier; ce second plan ver- 
tical est élevé suivant la ligne PQ perpendiculaire à LT (fig. 8, 
pi. II) ; nous le rabattrons de même sur le plan horizontal en 
le faisant tourner autour de sa trace P Q , qui joue ici le rôle 
d'une nouvelle ligne de terre. 

Le cube repose par une de ses faces sur un plan passant 
par la ligne de terre LT, et faisant avec le plan horizontal un 
certain angle, par exemple, un angle de 30 degrés ; la trace 
de ce plan sur le second plan vertical de projection, auquel 
il est perpendiculaire, sera la droite PR, qui fait avec PQ un 
angle de 30 degrés, de sorte que le plan sera représenté par 
ses deux traces LPR. On se retrouve alors dans le cas du pro- 
blème IL Faisons tourner le plan LPR autour de PL pour le 
rabattre sur le plan horizontal, et soit ABC D la base du cube 
rabattue. Quand on relève ce plan pour le ramener à sa posi- 
tion primitive, le point A décrit un arc de cercle qui se pro- 
jette sur le plan horizontal suivant A a, et en vraie grandeur 
sur le nouveau plan vertical suivant Tare A' a" décrit du point P 
comme centre. En prenant a a' égale à pa", on obtient la pro- 
jection a! du point A sur le premier plan vertical. En répétant 
la même construction pour chacun des sommets, on aura les 
projections abcd y a'b'c'd' de la base du cube. 

Les arêtes latérales du cube, étant parallèles au second plan 
vertical, se projettent en vraie grandeur sur ce plan suivant 
des droites telles que d'e" perpendiculaires à PR et égales aux 
arêtes du cube; sur les deux premiers plans, les projections 
de ces arêtes sont perpendiculaires à P L ; en menant du point e" 
une perpendiculaire e"e à la nouvelle ligne de terre PQ, on 
obtiendra la projection horizontale e du sommet E; l'élévation 
de ce point au-dessus du plan horizontal étant mesurée par ye", 
il suffira de porter cette longueur en <xe', perpendiculairement 
à la première ligne de terre, pour avoir la projection e' du 
sommet E sur le premier plan vertical. 

Dans Tépure, on a supposé le plan sur lequel repose la base 
du cube limité par une droite (ran, m' ri) parallèle à la ligne 
de terre L T. Un observateur placé à une grande hauteur au- 
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dessus du plan horizontal, voit la face supérieure efgh du cube 
et les trois arêtes latérales &/*, cg, dh, comme à l'ordinaire. 
Mais le plan cache une partie du cube à l'observateur, qui 
est placé en avant du plan vertical et à une grande distance ; 
cet observateur, outre les deux arêtes f'g, g' h' de la base su- 
périeure, ne voit que les portions des trois arêtes latérales 
*T> c ' 9\ Eh' î u i dépassent le bord m'n* du plan. 



Problème VI. 

100. Construire les projections d'une pyramide triangulaire dont 
la base repose sur le plan horizontal. 

Pour déterminer la pyramide , on mesurera avec un com- 
pas ou un cordon métrique les trois côtés de la base et les 
trois arêtes latérales. Avec les longueurs mesurées, construi- 
sons la base abc (fig. 9, pi. II) et les faces latérales abS t , 
bcS 2 , eaS 3 , supposées rabattues sur le plan horizontal. Rele- 
vons maintenant ces faces latérales ; la première tournant au- 
tour de afr, le point S 4 se meut dans le plan vertical mené par 
la ligne S 4 H perpendiculaire kab; la seconde tournant autour 
de 5c, le point S 3 se meut dans le plan vertical mené par la 
ligne S t K perpendiculaire à b c; le sommet de la pyramide sera 
donc situé sur la verticale élevée par le point s, intersection 
des deux perpendiculaires S 4 H, S a R; on a ainsi la projection 
horizontale s du sommet de la pyramide. Remarquons, comme 
vérification, que la perpendiculaire menée du point S, sur ca 
doit passer par le même point s. 

Cherchons maintenant la hauteur de la pyramide. Rabattons 
sur le plan horizontal le plan vertical projetant mené par 5 H, 
en le faisant tourner autour de cette ligne; la verticale, sur 
laquelle se trouve le sommet, se rabat suivant la droite s S* 
perpendiculaire àsH; du point H comme centre, avec HS f 
pour rayon, décrivons un arc de cercle qui coupera cette per- 
pendiculaire en un point S 4 ; la ligne H S* est le rabattement 
de l'oblique HS; on a ainsi la hauteur s S 4 de la pyramide. 
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Prenant a$'=sS 4 , on aura enfin la projection verticale s 9 du 
sommet de la pyramide. 

Problème VII. 

101. Construire les projections d'une pyramide quelconqw dont 
la base repose swr le plan horizontal* 

Considérons une pyramide pentagonale (fig. 10, pi. II). On 
mesurera les côtés du polygone de base et deux diagonales ac 
et ad; avec ces longueurs on pourra construire le polygone 
abcde, base de la pyramide. Quant au sommet, on pourra le 
déterminer en mesurant trois arêtes latérales consécutives, ce 
qui permettra de construire deux faces latérales telles que 
abSi, bcS 2f supposées rabattues; l'intersection des deux per- 
pendiculaires abaissées des points S x et S 2 sur les côtés a b et 
bc donnera la projection horizontale s du sommet de la pyra- 
mide. Au moyen du triangle rectangle sHS, dans lequel l'hy- 
poténuse H S est égale à H Si, on a la hauteur s S de la pyra- 
mide; portant cette hauteur en as', on obtient la projection 
verticale s' du sommet. 

Il est facile de construire les autres faces latérales de la py- 
ramide. On obtient le rabattement de la troisième en menant 
du point s une perpendiculaire à cd, et décrivant du point c 
comme centre, avec cS 2 pour rayon, un arc de cercle qui cou- 
pera cette perpendiculaire au point S Sl et ainsi de suite. 

Si la base de la pyramide était adhérente au plan horizontal, 
on serait obligé, pour mesurer les diagonales, d'employer un 
compas d'épaisseur, c'est-à-dire un compas à branches re- 
courbées. 

Lorsque la projection horizontale du sommet de la pyramide 
tombe en dehors de la base (fig. 11, pi. II), on peut détermi- 
ner directement les projections du sommet sans mesurer les 
arêtes latérales. On suspendra un fil à plomb au sommet; le 
point Sj où le fil à plomb vient toucher le plan horizontal, est 
la projection horizontale. La longueur du fil donnera l'éléva- 
tion as'. 
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Problême VIII. 

102. Construire les projections d'une pyramide dont la base re- 
pose sur un plan PQ R perpendiculaire au plan vertical. 

Faisons tourner le plan PQ R (fig. 1 2, pi. II) autour de sa trace 
horizontale PQ pour le rabattre sur le plan horizontal. Con- 
struisons dans ce plan rabattu la base ABCDE, puis, avec les arê- 
tes mesurées, construisons les deux faces latérales GDSi, DES, ; 
on déterminera, comme dans le problème précédent, le pied I 
de la perpendiculaire abaissée du sommet de la pyramide sur 
la base et la longueur IS 3 de cette perpendiculaire. Ramenons 
maintenant le plan de la base dans sa position primitive. On 
déterminera la projection horizontale abcde de cette base et 
les projections t et i' du point I , pied de la perpendiculaire 
abaissée du sommet sur la base. Cette perpendiculaire, étant 
parallèle au plan vertical, se projette en vraie grandeur sui- 
vant la droite i's' perpendiculaire à QR et égale à I S»; on a 
ainsi la projection verticale s' du sommet; on en déduit 
la projection horizontale s. 

Problème IX. 



Fig. 94. 
g' m' h' V t' 



k' 



105. Construire les projections d'un 
prisme droit dont la base repose sur le 
plan horizontal. 

S'il s'agit d'un prisme hexagonal 
(fig. 94), on mesurera les côtés de 
la base, trois diagonales ac, ad, ae, 
et la hauteur du prisme. On con- 
struira ensuite la base a bc def sur 
le plan horizontal à l'échelle con- 
venue, et, sur une perpendiculaire 
à la ligne de terre , on portera la 
hauteur a' g' du prisme. La base 
supérieure coïncide en projection 
horizontale avec la base inférieure; la projection verticale g'k' 
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est parallèle à la ligne de terre. Les arêtes latérales du 
prisme ont leurs projections verticales perpendiculaires à la 
ligne de terre. 

Problème X. 

104. Construire les projections d'un tronc de prisme. 

« 

On donne un prisme droit dont la base repose sur le plan 
horizontal (fig. 95). Un plan quelconque PQR coupera ce prisme 
suivant un polygone dont la projection horizontale coïncidera 

Fig. 95. 




avec la base inférieure; il s'agit de construire la projection 
verticale. La question revient à trouver les points où les arêtes 
verticales du prisme percent le plan sécant PQR. 

Par l'arête verticale a menons un plan vertical anri paral- 
lèle à la ligne PQ; ce plan coupera le plan PQR suivant une 
horizontale na, rig' 9 dont l'intersection avec l'arête donnera le 
points où cette arête perce le plan PQR. On procédera de la 
même manière pour les autres arêtes, et l'on aura ainsi la 
projection verticale gftii'k'Vm' de la base supérieure du tronc 
de prisme. 
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Problème XI. 

105. Construire les projections (Tun prisme oblique dont la base 
repose sur le plan horizontal. 

Après avoir mesuré les côtés de la base et les diagonales 
qui permettent de construire' la base inférieure abcdef (fig. 96), 
on déterminera l'un des sommets G de la base supérieure à 



Fig. 96. 
/' m' A- 



n'h' 0' 




l'aide du fil à plomb, et, partant du sommet g, on construira 
le polygone ghklm'n égal au précédent. 



Problème XII. 

106. Construire les projections (Tun solide quelconque* 

Supposons que l'une des faces abcde (fig. 13, pi. II) du solide 
repose sur le plan horizontal ; on commencera par déterminer 
cette base du solide en mesurant ses côtés et des diagonales 
en nombre suffisant ; deux perpendiculaires à la ligne de terre, 
telles que a a 1 et dd\ fixeront sa position dans le plan. On dé- 
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terminera ensuite la position dans l'espace de l'un des autres 
sommets F, en le considérant comme le sommet d'un tétraèdre 
ayant pour base le triangle abe\ il suffira de mesurer les trois 
distances a F, 6 F, eF. 

. Après avoir construit sur l'épure le polygone de base abcde, 
on construira les deux triangles ab¥ h aeF 2 , rabattements des 
deux triangles a b¥ y ae¥. Si Ton imagine ces deux triangles 
relevés, les deux perpendiculaires F^, ¥*f, abaissées des 
points F 4 et F 2 sur les droites ab et ae, donneront la projec- 
tion horizontale f du sommet F. Le triangle rectangle *f y F 8 , 
dont l'hypoténuse «F 8 est égale à aF t , fera connaître l'éléva- 
tion /"F» de ce sommet au-dessus du plan horizontal, et par 
suite sa projection verticale f. On procédera de même pour 
chacun des autres sommets ; par exemple le sommet G sera 
considéré comme le soiûmet d'un tétraèdre ayant pour base 
le triangle abc, et ainsi de suite. 

Le solide représenté par la figure 13 est un tronc de pyra- 
mide. On le reconnaît en ce que tes arêtes latérales (af 9 a'f), 
(&07 Va'), etc., prolongées, concourent en un même point (s,s')> 
qui est le sommet de la pyramide. En outre, la face supé- 
rieure, ayant pour projection verticale une droite fi' parallèle 
à' la ligne de terre, est parallèle au plan horizontal. Le solide 
est donc un tronc de pyramide à bases parallèles. Mais la mé- 
thode suivie s'applique à un solide quelconque. 

Problème XIH. 

107. Trouver ï intersection de deux polyèdres. " , 

Pour déterminer l'intersection de deux polyèdres P, P', on 
considère une face A du premier polyèdre et une face A' du 
second, et Ton construit la droite d'intersection des plans de 
ces deux faces; si cette droite n'a aucune partie à la fois dans 
les deux faces A et A', elle n'appartient pas à la ligne d'inter- 
section ; mais si une portion a b de cette ligne est située à la 
fois dans les faces A et A', cette portion de droite ab est un 
élément de la ligne d'intersection. Le point b appartient à une 
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arête de la face A ou à une arête de la face A' ; supposons qu'il 
appartienne à une arête de la face A'; pour trouver l'élément 
suivant de la ligne d'intersection, on prendra l'intersection de 
la face A du polyèdre P* et de la face B' du polyèdre P' qui a 
avec la face A' une arête commune passant par le point b ; la 
portion 6 c située à la fois dans les faces A et B' est le second 
élément de la ligne d'intersection. Si le point c appartient à 
une arête de la face B', on obtiendra l'élément suivant en pre- 
nant l'intersection de la face A du premier polyèdre et de la 
face du second polyèdre qui a avec la face B' une arête com- 
mune passant par le point c; si au contraire le point c appar- 
tient à une arête de la face A, on prendra l'intersection de la 
face B' du second polyèdre et de la face du premier polyèdre 
qui a avec la face A une arête commune passant par le point e. 
En continuant ainsi, on reviendra nécessairement au point a, 
après avoir décrit une ligne polygonale fermée abc... a. La 
ligne d'intersection des deux polyèdres peut comprendre une 
ou plusieurs lignes fermées, telles que abc... .a. 

108. Appliquons cette méthode à la recherche de la ligne 
d'intersection d'un prisme droit dont la base abc de repose 
sur le plan horizontal, et d'une pyramide triangulaire ayant 
pour base le triangle qrs situé dans le plan horizontal, et 
pour sommet le point (o, o'). (Fig. 15, pi. III.) 

On voit ici, à la seule inspection de la figure, que les faces 
latérales ab etcd du prisme, ne rencontrent pas la pyramide, 
et que la ligne d'intersection se compose de deux lignes dis- 
tinctes, savoir une ligne plane située dans la face latérale bc, 
et une ligne gauche située dans les faces latérales ae et éd. 
La ligne plane située dans la face bc du prisme est le trian- 
gle (fghj fgfh'), dont on obtient les projections sans difficulté. 
Cherchons maintenant la ligne gauche; la face latérale ae du 
prisme coupe la face (oqr, o'çV) de la pyramide suivant une 
droite dont la partie kl, k'l\ située à la fois dans les faces des 
deux polyèdres, est un élément de la ligne d'intersection. Le 
point (/, l') appartenant à l'arête (oq> o'q') de la pyramide, pour 
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avoir l'élément suivant, on prendra l'intersection de la même 
face ae du prisme et de la face (oqs, o'q's') de la pyramide; 
les plans de ces faces se coupent suivant la droite (It, Vt') ; la 
partie (Ze, Vm r ) située dans les deux faces, est le second élé- 
ment de la ligne d'intersection. Le point (e, m') appartenant à 
l'arête verticale e du prisme, pour avoir l'élément suivant, on 
prendra l'intersection de la face (oqs, o'q's') de la pyramide et 
de la face ed du prisme; la portion (en, m'n!) située dans ces 
deux faces, est le troisième élément de la ligne cherchée. Le 
point (n, n') étant sur l'arête (os, o'tf) de la pyramide, nous 
prendrons maintenant l'intersection de la face e d du prisme et 
de la face (osr, o's'r') de la pyramide; les plans de ces faces 
se coupent suivant la droite (n^ nV); la portion (ne, n'p') 
située dans les deux faces considérées, est le quatrième 
élément de la ligne cherchée. Enfin le point (e, p') étant 
sur l'arête e du prisme, on prendra l'intersection de la face 
(osr, o'sV) de la pyramide et la face ea du prisme , ce qui 
donne l'élément (eft, p'kf)', on revient ainsi au point de départ 
(k, &') et l'opération est terminée. 

109. Cherchons ce que devient la ligne d'intersection lors- 
qu'on développe la surface de l'un des deux polyèdres sur un 
plan. 

Si on fend le prisme suivant l'arête latérale c, et si on ap- 
plique la surface développée sur le plan vertical, les faces la- 
térales cb, ba, ae, ed du prisme se placeront en c'^BC, 
M 4 AB, etc. On obtiendra la position N du point (n, n') situé 
dans la face de, en portant sur la ligne de terre, à partir 
du point e 4 , une longueur e i n i égale à en, et prenant sur 
une perpendiculaire à la ligne de terre n 4 N égale à vn\ En 
opérant de même pour chacun des sommets de la ligne d'in- 
tersection, on aura sur le développement les deux lignes 
FGH, KLMNP. 

Ouvrons maintenant la pyramide suivant l'arête oq, o'cf, et 
développons la surface latérale sur le plan vertical, en plaçant 
l'arête (oq, o'q') sur o'q f \ le triangle (oqr, o'çV) s'applique 

7 
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sur le triangle o'q^ que Ton construit après avoir déterminé 
les longueurs des trois côtés. De même les triangles (ors, oW), 
(osq, o's'q') s'appliquent sur les triangles o , r i s u o' Siq tj et la 
surface latérale de la pyramide se développe suivant le sec- 
teur polygonal o'q^r^qi. Pour obtenir la position N t du point 
(n, ri) situé sur l'arête (os, oY), il suffit de prendre sur </s i7 
à partir du point o\ une longueur o'N t égale à la distance des 
points (0, 0'), (n, ri). On déterminera ainsi les deux points où 
chacun des éléments de la ligne d'intersection, prolongé si 
cela est nécessaire, rencontrent les arêtes de la face de la py- 
ramide dans laquelle il est situé, et Ton aura, sur le développe- 
ment de la pyramide, les deux lignes G^HjG*, L 4 K t P 4 N 4 M, L*. 

Problème XIV. 

110. Construire les projections d'un tétraèdre régulier. 

On appelle polyèdre régulier, un polyèdre dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaux , et dont les angles 
polyèdres sont tous égaux. 

Le plus simple des polyèdres réguliers est le tétraèdre règu- 
lier, qui est formé avec quatre triangles équilatéraux, assem- 
blés trois à trois autour de chaque sommet. Le tétraèdre a 
quatre faces et quatre sommets. 

Nous supposerons que la base bcd (fig. 1 6, planche IV) repose 
sur le plan horizontal. Les trois faces latérales sont égales au 
triangle de base ; on les construira rabattues sur le plan hori- 
zontal. En relevant ces faces, et procédant comme s'il s'agis- 
sait d'une pyramide triangulaire quelconque (problème VI), on 
obtiendra la projection horizontale a du sommet, qui coïncide 
ici avec le centre du cercle inscrit ou du cercle circonscrit au 
triangle de base, puis la hauteur a A, qui donnera la projec- 
tion verticale a' du sommet. 

Si l'on imagine la surface du tétraèdre fendue suivant les 
trois arêtes latérales, et développée sur le plan de la base, il 
est aisé de voir que les quatre triangles équilatéraux qui la 
composent forment un triangle équilatéral À 4 A t A,. 
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Problème XV. 

lit. Construire les projections cPun hexaèdre régulier. 

Après le tétraèdre régulier, vient l'hexaèdre régulier ou le 
cube, qui est formé avec six carrés égaux, assemblés trois à 
trois autour de chaque sommet. L'hexaèdre a six faces et huit 
sommets. 

La figure 17, planche IV, représente un cube posé sur le 
plan horizontal. Elle montre aussi le développement de la 
surface du cube, supposée fendue suivant les quatre arêtes 
latérales et suivant les trois arêtes e/*, fg, g h de la base supé- 
rieure, et développée sur le plan horizontal. 

Problème XVI. 

1 12. Construire les projections d'un octaèdre régulier. 

L'octaèdre régulier est formé avec huit triangles équilaté- 
raux, assemblés quatre à quatre autour de chaque sommet. 
L'octaèdre a huit faces et six sommets. 

L'octaèdre régulier, représenté par la figure 18, planche IV, 
a l'une de ses diagonales a'b' verticale. On peut concevoir ce 
solide comme formé de la réunion de deux pyramides régu- 
lières égales, ayant pour base commune le carré horizontal 
cdef, et pour sommet, Tune le point a', l'autre le point V. On 
a mesuré la longueur de l'arête ; on construira donc avec ce 
côté, sur le plan horizontal, le carré cdef, projection du carré 
horizontal dont nous venons de parler. Les diagonales étant 
égales entre elles et ce étant une d'elles, on prendra a'b' égale 
à ce, et Ton aura ainsi la projection de la diagonale verticale. 
Si, par le milieu de a' b' f on mène une parallèle de 1 à la ligne 
de terre, on aura la projection verticale du carré cdef, et par 
suite, les quatre autres sommets de l'octaèdre. 

Tout plan mené par deux arêtes opposées coupe le solide 
suivant un carré ; tel est le plan horizontal de 1 . Les deux plans 
verticaux menés par ce et df déterminent aussi des carrés, 
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qui se projettent sur le plan vertical suivant les losanges a We', 
a'd'b'f. 

La figure 19 représente le développement de la surface de 
l'octaèdre régulier. La surface a été fendue suivant a'd'V et 
cdef, puis développée sur le plan horizontal. 

Problème XVII. 

115. Construire les projections d'un dodécaèdre régulier. 

Le dodécaèdre régulier est formé avec douze pentagones ré- 
guliers, assemblés trois à trois autour de chaque sommet. 

Nous supposerons que le solide repose sur le plan horizon- 
tal par sa face abcde (fig. 20, pi. IV), et que le côté cd de cette 
face est parallèle à la ligne de terre. Imaginons que deux faces 
latérales adjacentes af^g^b^ af^p^o^e soient rabattues sur le 
plan horizontal ; ce sont deux pentagones réguliers que Ton 
construira. Relevons maintenant ces deux pentagones en les 
faisant tourner, le premier autour de a 6, le second autour 
de ae, jusqu'à ce que les deux côtés a/; et a/i se rejoignent. 
Nous voyons par là que le sommet F du solide aura pour pro- 
jection horizontale le point /*, intersection des deux perpendi- 
xulaires fj et /i/*, abaissées des points A et /i sur les axes de 
rotation ab et ae. On obtiendra son élévation au-dessus du 
plan horizontal, en rabattant le plan vertical mené par «/, et 
construisant le triangle rectangle <x/*F, dans lequel l'hypoté- 
nuse «F est égale à a/i; le côté /"F donne l'élévation du som- 
met F ; prenant donc sur une perpendiculaire à la ligne de 
terre une longueur a'f égale à f¥ 9 on aura la projection ver- 
ticale f du sommet F. 

Le point p t , où le côté 4 /i va rencontrer l'axe ba prolongé, 
reste immobile quand on relève le pentagone : le point /* f ve- 
nant en f, la droite p i fa se projette en pj\ d'ailleurs le point g i 
se meut sur une droite g Y g perpendiculaire à ab. L'intersec- 
tion de ces deux droites pj et g i g donnera la projection hori- 
zontale g du sommet G. L'élévation de ce sommet sera donnée 
par le côté g G du triangle rectangle $gG, dont l'hypoténuse 
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pG est égale à P& : menant du point g une perpendiculaire à 
la ligne de terre, et prenant sur cette perpendiculaire une 
longueur Vgf égale à g G, on aura la projection verticale g' du 
sommet G. 

On pourrait construire ainsi directement les projections de 
chacun des sommets des polygones adjacents au polygone de 
base. Mais on abrégera beaucoup les constructions en remar- 
quant que , à cause de la régularité du solide, les sommets 
F, H, K, M, sont à la même hauteur au-dessus du plan ho- 
rizontal ; leurs projections horizontales f, h, k, m, o forment 
un pentagone régulier, ayant même centre que le pentagone 
de base et les sommets correspondants sur les mêmes rayons. 
Les projections verticales sont sur une même parallèle o'h' à 
la ligne de terre. De même, les sommets G, I, L, N, P sont à 
la même hauteur au-dessus du plan horizontal ; leurs projec- 
tions horizontales g, £, /, n, p forment également un penta- 
gone régulier, et leurs projections verticales sont sur une 
même parallèle n'i' à la ligne de terre. 

Voilà en quelque sorte la moitié inférieure du dodécaèdre; 
elle est terminée par la ligne dentelée fg'h'ïk'l'm'rio'p'f . 
que Ton suit très-bien sur la projection verticale. La moitié 
supérieure est égale à la moitié inférieure ; elle est terminée 
par la même, ligne dentelée, les angles saillants de Tune s'en- 
gageant dans les angles rentrants de l'autre. La face supé- 
rieure, parallèle au plan horizontal, a pour projection hori- 
zontale le pentagone régulier qrstu, inscrit dans le même 
cercle que la face inférieure abc de, et de telle sorte, que les 
sommets des deux polygones divisent la circonférence en dix 
parties égales. On en obtient la projection verticale s'u', paral- 
lèle à la ligne de terre, en prenant Vt' égale à al f. L'égalité des 
deux parties fait voir que les dix sommets de la ligne dentelée 
forment en projection horizontale un décagone régulier. 

La figure 21 représente le développement du dodécaèdre. 
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Problème XVIII. 



114. Construire les projections d'un icosaèdre régulier. 

L'icosaèdre régulier est formé par vingt triangles équilaté- 
raux assemblés cinq à cinq autour de chaque sommet. Nous 
supposons la diagonale a'b' (fig. 22, pi. IV) verticale. L'ico- 
saèdre se compose, à la partie inférieure d'une pyramide ayant 
pour sommet a', et pour base le pentagone cdefg, à la partie 
supérieure d'une pyramide égale ayant pour sommet V et pour 
base le pentagone hiklm, et enfin d'un solide compris entre 
les plans parallèles des deux pentagones et limité latérale- 
ment par dix triangles inclinés alternativement dans un sens 
et en sens contraire sur ces bases parallèles. 

La base de la pyramide inférieure se projette sur le plan 
horizontal suivant un pentagone régulier cdefg, ayant pour 
centre le point a, et que l'on peut construire, puisqu'on con- 
naît son côté qui est égal aux arêtes de l'icosaèdre. La base 
de la pyramide supérieure se projettera suivant un pentagone 
hiklm, inscrit dans le même cercle que le précédent, et de 
manière que les sommets des deux pentagones partagent la 
circonférence en dix parties égales. La hauteur de. la pyra- 
mide inférieure sera donnée par le côté c C du triangle rec- 
tangle acG, dans lequel le côté ac est le rayon du cercle cir- 
conscrit au pentagone, et l'hypoténuse aG le côté du penta- 
gone, ou l'arête du solide (ce triangle est le rabattement du 
plan projetant l'arête aG) ; sur une perpendiculaire à la ligne 
de terre, on prendra donc a'c' égale à cC, et Ton mènera par 
le point c' une parallèle d'g' à la ligne de terre. 

Il s'agit maintenant de trouver la hauteur du solide inter- 
médiaire. Faisons tourner J l'une des faces latérales DEM au- 
tour de DE, jusqu'à ce qu'elle devienne horizontale; elle se 
projettera alors en vraie grandeur suivant le triangle équila- 
téral dem i ; la hauteur de ce triangle est ara 4 ; le côté m M du 
triangle rectangle ara M , dans lequel l'hypoténuse a M égale 
ara 4 , donnera l'élévation du point M au-dessus de la base de 
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la pyramide inférieure, ou l'épaisseur du solide intermédiaire ; 
à une distance c'h! égale à m M, on mènera donc une parallèle 
m'i' à <tg\ et Ton aura la base de la pyramide supérieure; on 
prendra ensuite h'V égale à de 1 pour avoir le sommet V. 

La figure 23 montre le développement de l'icosaèdre. Autour 
des points a et b y on voit les développements des surfaces la- 
térales des deux pyramides; la bande ggkk provient de la 
portion intermédiaire. 

115. Remarque. Il n'existe pas d'autre polyèdre régulier 
que les cinq dont nous avons parlé. Il est facile de s'en rendre 
compte. On sait en effet que la somme des faces d'un angle 
polyèdre quelconque est toujours moindre que quatre angles 
droits (Théorie 9 liv. Y, th. 30). La somme des angles disposés 
autour d'un même sommet doit donc être moindre que quatre 
angles droits. L'angle du triangle équilatéral vaut les § d'un 
angle droit ; on pourra donc former des solides en assemblant 
des triangles équilatéraux, soit trois à trois, soit quatre à 
quatre, soit cinq à cinq, autour de chaque sommet; dans ce 
dernier cas, la somihe des angles autour de chaque sommet 
est égale à -^ d'angle droit , et par conséquent moindre que 
quatre angles droits; mais si l'on assemble les triangles six à 
six, la somme étant égale à quatre angles droits, l'angle po- 
lyèdre devient plan , et le solide n'existe plus. Il est tout à 
fait impossible d'assembler les triangles sept à sept, huit à 
huit , etc. ; car alors la somme des angles autour de chaque 
sommet serait plus grande que quatre angles droits. Ces trois 
manières d'assembler les triangles donnent le tétraèdre, l'oc- 
taèdre et l'icosaèdre. 

On ne peut assembler les carrés que d'une seule façon, 
trois à trois , ce qui donne le cube. 

On ne peut assembler de même les pentagones réguliers 
que d'une façon, trois à trois, ce qui donne le dodécaèdre. 

Il est impossible de former un solide avec des hexagones 
réguliers; car l'angle de l'hexagone vaut les $ d'un angle 
droit; pour former un angle solide, il en faudrait mettre 
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trois au moins , ce qui donnerait quatre angles droits. L'im- 
possibilité est encore plus manifeste avec les heptagones, etc. 

Ainsi , il n'existe que cinq polyèdres réguliers , savoir : 

Le tétraèdre, qui a 4 faces, 4 sommets et 6 arêtes ; 

IS hexaèdre, qui a 6 faces, 8 sommets et 12 arêtes; 

V octaèdre, qui a 8 faces, 6 sommets et 12 arêtes ; 

Le dodécaèdre, qui a 12 faces, 20 sommets et 30 arêtes ; 

L'icosaèdre, qui a 20 faces, 12 sommets et 30 arêtes. 

On aperçoit une corrélation très-remarquable entre ces po- 
lyèdres. L'hexaèdre et l'octaèdre ont chacun 12 arêtes; le nom- 
bre des faces de l'un est égal à celui des sommets de l'autre, 
et réciproquement. Le dodécaèdre et l'icosaèdre ont chacun 
30 arêtes; le nombre des faces de l'un est encore égal à celui 
des sommets de l'autre. Le tétraèdre se correspond à lui- 
même. 



CHAPITRE VIL 

EXERCICES. 

Nous réunissons dans ce chapitre les sujets de composition 
proposés au concours d'admission pour l'école impériale de 
Saint-Cyr depuis 1862. Ces sujets, très-bien choisis, et fort in- 
téressants par eux-mêmes, nous fournissent l'occasion d'ap- 
pliquer la plupart des méthodes exposées dans les chapitres 
précédents. 

CONCOURS DE SAINT-CYR EN 1862. 

Ii6. On donne sur un plan horizontal un quadrilatère ABGD, 
par la droite EP qui joint les points de concours des côtés opposés , 
on fait passer un plan incliné sur le plan horizontal d f un angle 
donné. Dans ce nouveau plan on décrit sur EF comme diamètre 
une circonférence, et l'on prend un point quelconque S de cette cir- 
conférence pour sommet d'un angle polyèdre formé par les quatre 
plans SAB, SBC, SCD et S AD. On demande de déterminer la pro- 
jection horizontale et la vraie grandeur de la section faite dans cet 
angle polyèdre par un plan parallèle au plan ESF, et passant par 
un point donné. 

Nota. On rendra compte de la forme remarquable de la section. 

Données numériques : 

AB=83 mm , BC = 71», AD = 22 mm , ES = 96 mm ; 

angle AB C = 109°, angle B A D = 1 20° ; 

inclinaison de ESF sur le plan horizontal égale 75° ; 

point donné (B, o'), Vo' = 86 mm . 

On commencera par construire le quadrilatère ABGD (pi. V, 
fig. 25) dans lequel on connaît trois côtés consécutifs et les 
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deux angles compris; puis, afin de simplifier répure, on pren- 
dra la ligne de terre perpendiculaire à la droite EP. Si, par 
le point G où la droite EF rencontre la ligne de terre, on 
mène une droite G H faisant avec la ligne de terre un angle 
de 75°, on aura la trace verticale du plan donné. Imaginant 
ce plan rabattu sur le plan horizontal, on décrit une cir- 
conférence surEP comme diamètre, et on prend sur cette 
circonférence un point S 4 tel que la distance E S 4 soit égale 
à 96 mm . Ramenant ensuite le plan à sa première position, on 
obtiendra les projections (s, s') du point S, et on en déduira 
les projections des arêtes de l'angle polyèdre. Sur la perpen- 
diculaire B V à la ligne de terre , on prend une longueur b'& 
égale à 86 mm , par le point 0' on mène une parallèle KL à GH, 
et on a ainsi la trace verticale du plan sécant IKL. Ce plan 
coupe les arêtes de l'angle polyèdre aux points {m, m!), (n, n'), 
(P> P')i (Qi #0; le quadrilatère mnpq est la projection hori- 
zontale de la section. 

En rabattant le plan IKL sur le plan vertical, on obtient la 
section en vraie grandeur M^PiC^. 

117. Remarque. L'angle ES 4 F, inscrit dans une demi-cir- 
conférence, est un angle droit; l'angle égal ES:F, dans l'espace, 
est aussi droit. Le plan SEP coupe les plans SAB et SCD sui- 
vant la même droite SP ; le plan IKL, parallèle au plan SEP, 
coupe les mêmes plans suivant les droites MN et PQ parallèles 
à S F. De même le plan SEP coupe les plans SB G et S AD sui- 
vant la même droite SE, et le plan IKL, parallèle au plan SEP, 
coupe les mêmes plans suivant les droites NP et MQ paral- 
lèles à SE. Les deux droites SE et SP étant perpendiculaires 
entre elles, on en conclut que la section MNPQ estunrec- 
tangle. 

La projection horizontale mnpq de ce rectangle est un 
parallélogramme. 



! 
1 



EXERCICES. < 107 

CONCOURS DE SAINT-CYR EN 1863, 

118. Dans la pyramide quadrangulaire SABGD, dont le som- 
met est en S , on donne 



!mm 



SA = SB = SD = 88«m, A0 = 79 œ,n , AD = 58 I 
an^/eDAB=90°, angle ADG=11]°, anpte ABC = 69°; 

on demande de construire les projections de ce solide en plaçant à 
volonté la base ABGD sur le plan horizontal. 

On déterminera ensuite : 

1° L'angle des faces SAB, ABCD et celui des faces SBC, SGD. 

2° Les projections et la vraie grandeur de la section faite dans le 
solide par le plan bissecteur de V angle dièdre dont AB est V arête. 

3° Le rayon de la sphère qui passe par les quatre points S, A, B, D, 
et Von démontrera que cette sphère passe aussi par le point G. 

On construit d'abord sur le plan horizontal le quadrilatère 
ABGD, dans lequel on connaît les côtés AB, AD et les angles 
B, A, D ( pi. V, fig. 26). On remarque que les angles donnés 
B et D étant supplémentaires, le quadrilatère ABGD est in- 
scriptible dans un cercle. 

Comme d'ailleurs les arêtes SA, SB, SD sont égales par 
hypothèse, le sommet S «de la pyramide est sur la perpendi- 
culaire au plan horizontal menée par le centre s du cercle cir- 
conscrit au quadrilatère ABCD, et la quatrième arête S G est 
égale aux trois autres. 

Pour simplifier l'épure, on prend pour ligne de terre une 
droite LT perpendiculaire au côté AB. La projection horizon- 
tale du sommet S est au point s; pour avoir sa projection ver- 
ticale s'y il suffit de connaître sa hauteur Ss au-dessus du plan 
horizontal ; on l'obtient en construisant un triangle rectan- 
gle S 4 s G égal au triangle S? G, dans lequel on connaît le côté 
sC , et l'hypoténuse S C égale à 88 mm . Les arêtes de la pyra- 
mide se projettent horizontalement suivant s A, sB, $C, si), 
et verticalement suivant s'a', s' &', sV, s'd'; quant à la base 
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ABGD de la pyramide, elle est à elle-même sa projection 
horizontale, et elle se projette verticalement sur la ligne de 
terre, suivant a! c\ 

1° Le plan de la face SAB étant perpendiculaire au plan 
vertical de projection , l'angle dièdre de cette face et de la 
base ABCD de la pyramide est mesuré par l'angle sfa'c' que 
fait la trace verticale du plan SAB avec la ligne de terre. Pour 
avoir l'angle des faces SBC, SCD, appliquons la construction 
ordinaire (61); imaginons un plan perpendiculaire à Tinter- 
section des deux faces, et ayant pour trace horizontale une 
droite PQ perpendiculaire à sC; ce plan coupe l'arête en un 
certain point 0. Pour obtenir le rabattement du triangle PO Q, 
il suffit de' déterminer sa hauteur Oi; on l'obtient en abais- 
sant du point i une perpendiculaire tOi sur S 4 C; prenant sur 
' sG une longueur i0 2 égale à t0 4 , on a l'angle cherché P0 2 Q. 

2° Le plan bissecteur de l'angle dièdre AB a pour trace ver- 
ticale la bissectrice aVde l'angle*' a' c'. On obtient de suite les 
projections verticales e' et f des points où ce plan coupe les 
arêtes SC et SD; on en déduit les projections horizontales e et 
/*; la projection horizontale de la section est donc le quadrila- 
tère ABe/*. 

On obtient ce quadrilatère en vraie grandeur en le rabattant 
sur le plan horizontal suivant ABE^. 

3° Le centre de la sphère qui passe par les points S, A, B, D 
est sur la perpendiculaire s S au plan horizontal, menée par le 
centre s du cercle circonscrit au triangle B AD; il est aussi sur 
la perpendiculaire au plan SAB menée par le centre G du 
cercle circonscrit au triangle SAB. Pour obtenir la projection 
verticale g' de ce point G, nous rabattrons le triangle SAB 
sur le plan horizontal, en Si AB; nous prendrons le centre G s 
du cercle circonscrit au triangle SjAB, et nous ramènerons 
ensuite le triangle SAB à sa première position. La perpendi- 
culaire au plan SAB, menée par le point G, se projette verti- 
calement sur la perpendiculaire g' h' à la trace verticale s'a 
de ce plan, et le point h' où g 1 h! rencontre la droite ss' est la 
projection verticale du centre de la sphère. Le rayon vertical 
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de la sphère se projette en vraie grandeur suivant h's'. Enfin 
la sphère, coupant le plan horizontal suivant le cercle circon- 
scrit au triangle B AD, passe aussi par le point G qui est sur 
ce cercle. 

CONCOURS DE SAINT-CYR 1864. 

119. Dans un tronc de pyramide régulière à base hexagonale, le 
côté de la grande base est égal à m ,50, chaque arête latérale est 
égale à m ,65 ; les angles que font les arêtes latérales avec les côtés 
adjacents de la grande base valent chacun 80°. 1° On demande de 
déterminer les projections du tronc en l'appuyant par la grande 
base sur le plan horizontal. 

2° Ce tronc étant supposé réduit à sa surface, et la base supé- 
rieure étant enlevée, on déterminera les parties visibles de la partie 
intérieure, en supposant Votil placé à une hauteur de m ,71 au- 
dessus du plan horizontal sur la verticale menée par un des som- 
mets de la grande base. 

Soit abc de f la grande base située dans le plan horizontal 
(pi. V, fig. 27) ; l'œil est supposé placé sur la verticale élevée 
par le sommet a ; nous prenons la ligne de terre parallèle au 
diamètre ad. Imaginons la face latérale qui passe par le côté 
de rabattue sur le plan horizontal; pouç la construire, il suffit 
de faire un angle edK 4 égal à 80°, et de prendre la longueur 
<JK 4 égale à m ,65; relevant ensuite cette face, on obtient les 
projections (&,&') du sommet K de la base supérieure; on en 
déduit immédiatement la projection horizontale ghiklm de la 
petite base, et par suite les projections du tronc de pyramide. 

Sur la perpendiculaire a a' à la ligne de terre, prenons une 
distance a'o' égale à 0",71, nous aurons la position de l'œil. 
De ce point (o, o') on voit d'abord les deux faces latérales 
afmg, abhg du tronc de pyramide. On voit en outre à Tinté- 
rieur la partie située au-dessus des plans menés par le point O 
et les côtés 6 M, G H de la base supérieure. Cherchons donc les 
intersections de ces clans avec les autres faces du tronc. La 
droite OG coupe l'arête DK au point (w, n'); d'ailleurs, le plan 
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OGM, dont la trace horizontale st est parallèle à gm> coupe la 
face latérale d e suivant une droite dont la trace horizontale 
. est J, et les projections (tnq, t'n'q); on voit donc la portion 
NQLK de cette face, qui est située au-dessus de la droite NQ. 
Le même plan OGM coupe la face latérale ensuivant la droite 
QM, et par conséquent on voit la partie MQL de cette face. Le 
plan OGH coupe les faces latérales de et c b suivant des droites 
NR et RH, symétriques de NQ et QM par rapport au plan ver- 
tical mené par le diamètre ad, et les parties visibles de ces 
faces sont symétriques des précédentes. 

CONCOURS DE SAINT-CYR EN 1865. 

120. Trouver les projections de V intersection #ùne pyramide 
régulière pentagonale dont la base est sur le plan horizontal avec un 
plan perpendiculaire au plan vertical. 

On prendra les données suivantes : 

Pyramide. Le côté du pentagone qui sert de base a m ,07 de lon- 
gueur; 

L'un des côtés est situé sur une parallèle à la ligne de terr\ me- 
née à une distance de m ,03 ; 

Hauteur de la pyramide, m ,104 

Plan. Le plan sécant fait avec le plan horizontal un angle égal 
à 30°; il est à une distance de m ,05 du sommet de la pyramide. 

Après avoir déterminé les projections de Fintersection, on cher- 
chera V angle de deux faces latérales de la pyramide. 

Après avoir tracé dans le plan horizontal le pentagone régu- 
lier abede (pi. VI, fig. 28), et marqué la projection verticale 
s' du sommet à une distance d's' de la ligne de terre égale à 
m ,l0, on obtiendra de suite la projection de la pyramide. 
La trace verticale QR du plan sécant est une droite faisant, 
avec la ligne de terre, un angle de 30 e et tangente au cercle 
décrit du point /comme centre avec un rayon égal à 0,05; la 
trace horizontale PQ est perpendiculaire à la ligne de terre. 
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On a immédiatement les points (k> k% (f 7 f), (g, g'), (ft, K) où 
le plan sécant coupe les arêtes latérales de la pyramide. 
L'arête (*d, /«f), qui est située dans un plan perpendiculaire 
à la ligne de terre, exige seule une construction particulière ; 
en rabattant ce plan sur le plan horizontal, on déterminera 
le point I 4 , rabattement du point d'intersection I, d'où Ton 
déduira ses projections (% i'). 

Cherchons maintenant l'angle des deux faces S de, S de. Un 
plan perpendiculaire à l'arête (sd } s'd') a ses traces parallèles 
à la ligne de terre. Considérons le plan qui a pour trace hori- 
zontale la droite ce; appelons M le point où ce plan coupe 
Tarête; il faut trouver la hauteur M l du triangle Mee,; on l'ob- 
tient en abaissant du point l une perpendiculaire /M* sur la 
droite S 4 d dans le rabattement effectué précédemment; pre- 
nant ensuite /M» égale à /M 4 , on a le rabattement du triangle 
Mee sur le plan horizontal; l'angle eM 2 e est l'angle demandé. 

CONCOURS DE SÀINT-CYR EN 1866. 

181. Un prisme droit a pour base un hexagone régulier 
ABCDEF dont le côté vaut m ,034. Sur les arêtes latérales qui 
parlent des sommets À, B, G de la base, on prend les longueurs 

AA 1 =0 m ,068, BB^O^OW, GC 1 = m ,025. 

Par les trois points A £ , B 4 , C 4 on fait passer un plan P qui déter- 
mine le tronc de prisme compris entre ce plan et la base ABCDEF ; 
on demande de construire ; 

1° Les projections horizontale et verticale de ce tronc, en posant 
la base ABCDEF sur le plan horizontal, de manière que le côté AB 
soit perpendiculaire à la ligne de terre. 

2° La partie du plan horizontal cachée par le tronc de prisme , 
VœU étant placé au-dessus du plan P à la distance m ,122, swr la 
perpendiculaire à ce plan menée par le point où l'axe du prisme le 
rencontre. 

Soit ABCDEF l'hexagone régulier donné dans le plan hori- 
zontal (pi. VI, fig. 29) ; on prend pour ligne de terre une 
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' droite LT perpendiculaire au côté AB. Le tronc de prisme se 
projette horizontalement sur cet hexagone; les arêtes verti- 
cales du tronc se projettent sur des perpendiculaires à la ligne 
de terre menées par les sommets de l'hexagone ; on obtient 
immédiatement les projections verticales a\, b\, c\ des points 
A 4 , B 4 , Cj , en prenant 

a'a' 1 = m ,068, aW* = a ,053 et c'c\= m ,025. 

Il reste à trouver les projections verticales des points D f , 
E F u où les arêtes qui passent par les points D, E, F ren- 
contrent le plan P. A cet effet, considérons dans le plan P les 
droites A f C 19 B^; ces lignes se coupent en un point H, 
dont la projection horizontale h est à l'intersection des lignes 
A G et BE, et dont la projection verticale W est sur a\c\\ la 
droite b^h' est la projection verticale de la droite B^, et le 
point e'i, où elle rencontre la perpendiculaire à la ligne de terre 
menée par le point E, est la projection verticale du point E*. 

On pourrait, par le même procédé, trouver les projections 
verticales des points D* et F* ; mais nous remarquons que le 
plan P coupe le prisme suivant un hexagone qui a ses côtés 
opposés parallèles, comme intersections de deux plans parai* 
lèles par un troisième; la projection verticale de cet hexagone 
jouit de la même propriété ; pour achever l'hexagone, il suf- 
fira donc de mener le côté e\f\ parallèle à c\b\ , et le côté 
c\ d\ parallèle à a\ f i . 

Le point où Taxe du prisme coupe le plan P a sa projec- 
tion horizontale o au centre de l'hexagone, et sa projection 
verticale d sur b\ e\ • 

Pour avoir les projections de la perpendiculaire au plan P 
menée par le point 0, on détermine d'abord les projections 
mn,m'n' d'une horizontale du plan P,* et les projections 
pq, p'q' d'une droite située dans le plan P et parallèle 
au plan vertical ; les projections de la droite cherchée sont 
les perpendiculaires o*, o's' menées par les points o et o f 
aux droites mn et p'q*. Sur cette droite, à partir du point 
(o, o'), on portera une longueur de m ,l22, et on aura les pro- 
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jections (s, s') du point où Ton suppose placé l'œil de l'obser- 
vateur. Pour obtenir la portion du plan horizontal caché à 
l'observateur par le tronc de prisme, on déterminera les 
traces horizontales C 2 , B 2 , A 2 ,F f , E s des droites SC 4 , SB M SA 4> 
S F, et SE 4 ; la partie cachée est limitée par la ligne brisée 
EDCC 2 B,A 2 FjE 2 E, On n'a pas ombré la base du tronc pour 
éviter la confusion. 

• CONCOURS DE SAINT-CYR EN 1867. 

' 122. On donne un tétraèdre régulier S ÀB G, dont les arêtes sont 
égales à 58 millim., et qui repose par sa base ABC sur le plan hori- 
zontal, de manière que f arête AB soit parallèle à la ligne de terre 
et le sommet G en avant de AB. Sur chacune des faces latérales, 
SAB, SAC, SBC comme base, on construit un prisme droit, dont la 
hauteur est égale à l'arête du tétraèdre; on obtient ainsi un polyèdre 
composé de l'ensemble du tétraèdre et des trois prismes , et Von de- 
mande de construire : 

1° Les projections de ce polyèdre; 

2° L'intersection du polyèdre par un plan horizontal mené par 
le centre de gravité du tétraèdre. 

1° Après avoir construit le triangle équilatéral ABC dont le 
côté A B est parallèle à la ligne de terre, et marqué le centre s 
de ce triangle (pi. VI, fig. 30), on détermine la hauteur du 
tétraèdre, en rabattant le triangle rectangle SsG sur le plan 
horizontal suivant S'*G ; prenant cV égale à s S', on a la pro- 
jection verticale s' du sommet du tétraèdre. 

Proposons-nous d'abord de construire le prisme élevé sur 
le plan SAB, et désignons par SiA^ la base supérieure» 
Le plan de profil SsG, dont nous avons déjà fait usage, 
contient l'arête SS 4 ; le rabattement de cette arête sur le plan 
horizontal est une droite S' S' 4 égale à l'arête du tétraèdre et 
perpendiculaire à S' D. Si on relève le plan de profil, on obtient 
les projections s iy s\ du point S 4 . Les arêtes AA 4 , BBj ont 
leurs projections respectivement égales et parallèles à celles 
deSSr, les projections de la base supérieure du prisme sont % 

8 
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Considérons maintenant le prisme élevé sur la- face SAC, et 
désignons par S 2 A 2 C 2 sa base supérieure; les projections hori- 
zontales de ses arêtes latérales sont perpendiculaires à AC et 
égales à $v> on en déduit immédiatement la projection hori- 
zontale Stase* de la face supérieure. Il est évident d'ailleurs que 
les sommets A 2 et C 2 sont à même hauteur au-dessus du plan 
horizontal que les sommets A 4 et B 4 ; il en résulte que leurs 
projections verticales a\ , c\ sont sur la parallèle à la ligne.de 
terre a\ b\. D'autre part, le sommet S 2 'est à même hauteur au- 
dessus du plan horizontal que le sommets/; sa projection 
verticale s' 2 est sur la parallèle à la ligne de terre menée 
par s\ . 

On obtiendra de la même manière les projections du prisme 
élevé sur la face SBC, prisme dont nous désignons la base 
supérieure par S 3 B a C 3 . Il est bon de remarquer que le po- 
lyèdre formé de la réunion du tétraèdre et des trois prismes 
est symétrique par rapport au plan de profil , et par consé- 
quent que la projection horizontale, ainsi que la projection 
verticale sont formées de deux parties^ symétriques par rap- 
port à la perpendiculaire ss\ à la ligne de terre. Remarquons 
encore que les six sommets B 4 , A 4 , A 2 , C 2 , C 3 , B 3 sont situés 
dans un même plan horizontal, et que les trois sommets S, , 
S 2 , S 8 sont aussi dans un même plan horizontal. 

2° On sait que le centre de gravité d'un tétraèdre est situé 
sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la 
base, et au quart de cette ligne à partir de cette base. On par- 
tagera donc la hauteur s'c' en quatre parties égales; la paral- 
lèle PQ à la ligne de terre par le premier point de division h', 
est la trace verticale du plan sécant. Ce plan coupe les arêtes 
SA et SB du tétraèdre aux points (e, e'), (l, V) ; on obtiendra 
le point d'intersection de la troisième arête SC, en prenant s h 
égale à 5e. Ce plan coupe de même les arêtes latérales AA 2 , 
CC 2 , CG 3 , BB 3 de deux des prismes aux points (/",/*)> (9> 9 r )> 
(i, i'), (kj h'). On obtiendra les points où il coupe les deux 
arêtes BB 4 et AA 4 , en prenant les longueurs B m et An égales 
à hf. Le plan sécant ne rencontre pas les trois autres arêtes 
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S Si, S Si, S S, des prismes. La ligne suivant laquelle le plan 
sécant coupe le polyèdre a pour projection horizontale 

efghiklmne. 

CONCOURS DE SAINT-CYR EN 1868. 

123. Une pyramide régulière SABG..., à base octogonale^ s'ap- 
puie par sa base ABC... sur le plan horizontal, de manière que le 
côté AB, placé à gauche , est perpendiculaire à la ligne .de terre. 
Chaque côté de la base vaut 37 millimètres, et chaque arête latérale 
1 19 mm . Par le sommet S, on mène la parallèle à la ligne de terre, et 
l'on prend sur cette parallèle, vers la droite, une longueur ST égale 
à R X 2, 6, R étant le rayon du cercle circonscrit au polygone 
ABC... On joint le point T aux sommets A> B, G,..., de manière à 
former une seconde pyramide TABC.. de même base que la pre- 
mière. Cela posé, on demande de construire : 

1° Les projections de ces deux pyramides, en ayant soin de bien 
distinguer les parties visibles et les parties invisibles. 

2° Les projections de la sphère circonscrite à la pyramide 
SABG..., ainsi que celles du point, autre que le point G, où cette 
sphère est rencontrée par l'arête TC de la pyramide TABC... 

1° Après avoir construit sur le plan horizontal l'octogone ré- 
gulier donné ABGDEFGH (pi. VI, fig. 31), on prend pour ligne 
de terre une droite "perpendiculaire au côté A B. Le sommet S 
a pour projection horizontale le centre s de l'octogone; pour 
avoir sa projection verticale 5', on rabat sur le plan horizontal 
suivant S 4 AB le triangle SAB dont on connaît les trois côtés, 
et on ramène ensuite ce triangle à sa première position. Les 
arêtes de la pyramide se projettent horizontalement suivant 
les rayons sA, $B, $C, etc., et verticalement suivant les 
droites s' a', s'b\ $V, etc. 

Ayant les projections du poiht S, on en déduit immédiate- 
ment celles du sommet T de la seconde pyramide, et par suite 
les projections (rA, ta!), (/B, t'V), (jC, jV), etc. des arêtes de 
cette pyramide. 
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Le plan parallèle au plan vertical mené par le point S étant 
un plan de symétrie pour chacune des pyramides, les deux 
parties de la figure situées de part et d'autre de ce plan ont la 
même projection verticale, et ont des projections horizontales 
symétriques par rapport à la ligne s t. 

L'intersection dqs deux pyramides se compose de la base 
octogonale commune ABGDEFGH et d'une ligne brisée 
DKLMNG qu'il est facile de déterminer. En effet, les plans 
des deux faces S CD, TCD coïncidant, les deux arêtes SD, TC 
se coupent en un point (k, K) ; de même, les plans SBE, TBE 
coïncidant, les deux arêtes SE, TB se coupent en un point 
(/, 0, etc. 

Pour un observateur situé à une grande hauteur au-dessus 
du plan horizontal, les arêtes SD, SC, SB, SA, SH, SG de la 
première pyramide, et les arêtes TD, TC, TG, TH de la se- 
conde, sont entièrement visibles. Les parties SL, SM des arêtes 
SE, SF sont visibles, mais les partiesrLF, MF sont cachées par 
la seconde pyramide. De même les parties TL, TM des arêtes 
TB, TA sont visibles; mais les parties LB, MA sont cachées 
par la première pyramide. Les arêtes TE et TF de la seconde 
pyramide sont entièrement cachées par cette pyramide elle- 
même. 

i° La sphère circonscrite à la pyramide régulière S ABC 

coupe le plan horizontal suivant le cercle circonscrit à l'oc- 
togone; son centre est situé sur la verticale élevée par le 
point s, centre du cercle. Considérons la droite s A, s'a' qui 
va du sommet à l'extrémité Â ft du diamètre parallèle à la ligne 
de terre, et qui par conséquent est parallèle au plan vertical, 
le centre de la sphère est le point où le plan perpendiculaire 
à la droite SA 4 en son milieu coupe la verticale S*; on obtient 
la trace verticale de ce plan en menant une droite p' q' perpen- 
diculaire à s' a', en son milieu; le point q' où cette trace ren- 
contre la ligne ss' est la projection verticale du centre de la 
sphère. Le rayon est égal à la longueur q' s'. 

L'arête T& de la seconde pyramide rencontre la sphère en 
deux points dont l'un est C. Pour avoir l'autre, nous nous ser- 
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virons du plan vertical projetant tB t qui coupe la sphère sui- 
vant un cercle dont le diamètre est égal à la corde « p. Si 
l'on rabat ce plan sur le plan horizontal, en le faisant tourner 
autour de sa trace t C, le point T se rabat en T tl la droite TC 

9 

en T 4 C ; le centre du cercle en un point U d , à une distance yU 4 
égale à la hauteur du centre de la sphère au-dessus du plan 
horizontal ; la droite T 4 C coupe le cercle au point R 4 ; en rele- 
vant le plan, on obtient les projections (r,r') du point cherché. 



CHAPITRE VIII. 

PLANS COTES. 

Définitions. 

124. Pour représenter un terrain, on projette les points 
remarquables sur un plan horizontal ; la figure formée par 
ces projections est ce qu'on appelle le plan du terrain. On dé- 
termine en outre les cotes de ces points, c'est-à-dire leurs 
hauteurs au-dessus du plan horizontal de projection. A l'aide 
de ces cotes on pourrait construire les projections des diffé- 
rents points sur un plan vertical; mais, comme la projection 
verticale du terrain présenterait une grande confusion, on se 
dispense de la construire, et on y supplée en écrivant simple- 
ment la cote de chaque point près de sa projection horizontale. 
Un plan, sur lequel on a inscrit de cette manière les cotes des 
points remarquables, est un plan coté. 

125. Les cotes suffisent pour déterminer les lignes bien dé- 
finies, telles que lignes de séparation, traces de murs ou de 
bâtiments sur le sol, et un certain nombre de points remar- 
quables. Mais, pour déterminer la surface d'un terrain ondulé, 
on imagine un certain nombre de plans horizontaux équi- 
distants, qui coupent la surface du sol suivant des lignes ap- 
pelées sections horizontales, ou courbes de niveau; on projette ces 
lignes sur le plan horizontal de projection, et on les rapporte 
sur le papier, où chacune est représentée par sa projection et 
une cote unique. On obtient ainsi sur le plan un dessin qui 
représente un certain nombre de lignes tracées sur la surface, 
et montre aux yeux, d'une manière très-expressive, la forme 
générale et le mouvement de la surface du terrain. 

Les plans horizontaux, suivant lesquels on coupe la surface 
du sol, sont choisis de manière à avoir pour cotes des nombres 
entiers; on les prend à F", 2 m , 4 m , 5 m , I0 m les uns des autres, 
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suivant l'étendue et la pente du terrain qu'on veut représen- 
ter, et suivant le degré de précision qu'exige le but pour le- 
quel on effectue le nivellement. 

126. Sur un plan coté, un point est représenté par sa pro- 
jection et sa cote. Pour faciliter les explications, nous em- 
ploierons les notations de la géométrie descriptive ; nous dési- 
gnerons les points de l'espace par de grandes lettres À, B, C,... 
(fig. 97), leurs projections sur le plan horizontal par les petites 
lettres correspondantes a, b t c,... Pour représenter sur un plan 

Fig. 97. Fig. 98. 
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coté le point A, on marque un point sur le papier en a, et à> 
côté on inscrit la valeur numérique de la cote. Ainsi les points 
12, 15, 10 (fig. 98), désignent les points A, B, C, qui ont leurs 
projections aux points marqués à coté de ces nombres, et dont 
les cotes sont 12 m , I5 m et 10 m . 

Une droite est représentée par sa projection et les cotes de 
deux de ses points. Soient A et B deux points d'une droite 
(fig. 99) ; on marque sur le papier les projections a et b de ces 

Fig. 99. Fig. 100. 





deux points; on inscrit à côté leurs cotes, puis on les joint par 
une ligne droite (fig. 100). 

Lorsque la droite est horizontale, tous ses points ont même 
cote. Lorsqu'elle est verticale, sa projection est un point. 
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Problème I. 

127. Connaissant la cote d'un point situé sur une droite donnèe y 
trouver la projection de ce point. 



Fig. 101. 



Sur une droite donnée AB, définie par les cotes A a et B b 

des deux points A et B, il s'agit de trou- 
ver la position du point C, connaissant 
sa cote Ce (fig. 101). 

Pour fixer les idées, supposons 
Bfr>Aa. Si Ton a Cc>Aa, le point 
c est à droite de a sur ab. Par le 
point A menons une parallèle à ab; 
elle coupe Bb en B', et Ce en C; les triangles ACC, ABB' étant 

semblables, on a 

A(y_CC' 

AB'~~BB' ; 




mais 



A G' = ae, AB = aô; 



d'ailleurs CC'=Ge — Aa, BB' = B6 — Aa; 



donc 



ac=abx 



Ce — ka 
Bb — ka 



La longueur ac détermine la position du point c. 

Si Ce est < A a, le point e est à gauche de a sur.afc (fig. 102). 

En menant par le point A une parallèle A A' à a b, on a encore 

Fig. io2. deux triangles semblables ACC, ABB', 

qui donnent 

ACT_CC' 
AB' — BB" 




d'où ac=: àbx 



Aa — Ce 
B6 — Aa' 



La première formule est applicable dans les deux cas, si l'on 
convient de regarder la longueur ac comme positive quand 
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elle est portée à droite de a, comme négative quand elle est 
portée à gauche. 

Enfin, si Ton a B6'<Aa, il est facile de voir que la même 
formule est encore applicable, quelle que soit Ce, en interpré- 
tant de la même manière la valeur positive ou négative de ac. 

Problème IL 

128. Réciproquement, trouver la cote d'un point situé sur une 
droite donnée. 

La droite donnée est toujours définie par les cotes de deux 
de ses points A et B. On demande la cote d'un point G pris sur 
cette droite. Supposons d'abord B5>Aa. Si le' point e est à 
droite de a, la cote Ce est plus grande que A a (fig. 101). En me- 
nant par le point A, comme précédemment, une parallèle à 
a b, on a deux triangles semblables ABB', ACG', qui donnent 

C(y_A(7 

BB'"~AB' ; 
on en déduit 

Ce-Aa = CG' = (B& — Aa)xj^; 

d'où 

Ce = Aa+(B& — Aa)x^. 

Si le point c est à gauche de a, sa cote Ce est< Aa (fig. 102), 
et Ton a 

Cc=Aa — (Bè-Aa)x^. 

Cette formule rentre dans la précédente, en regardant comme 
négative la longueur ac qui est ici portée à la gauche de a. 

On voit aisément que la même formule est encore applicable 
quand on a B6<Aa, quelle que soit la position du pointe, 
pourvu qu'on fasse toujours la même convention sur le signe 
de ac. 
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Problème III. 

129. Trouver la pente dune droite. 

On appelle inclinaison d'une droite l'angle aigu que fait cette 
droite avec sa projection sur un plan horizontal. On appelle 
pente de la droite, la tangente trigonométrique de l'inclinaison. 
D'après cela, la pente est nulle quand l'inclinaison est nulle, 
c'est-à-dire quand la droite est horizontale; la pente croît de 
à l quand l'inclinaison croît de à 45°, et de 1 à <x> quand 

l'inclinaison croît de 45° à 90°. La pente 
est infinie quand la droite est verticale. 

Soient A et B deux points d'une droite, 
a et 6 leurs projections (fig. 103). En dé- 
signant par p la pente de cette droite, par 
i son inclinaison, on a 

p = tang i. 

Par le point A menons AB' parallèle à ab\ le triangle BAB' 
donne BB'=AB'xtang BAB'. L'angle BAB' est l'inclinaison 
de la droite, la tangente de cet angle est la pente ; on a donc 

. . Bb — ka 
p=tan gl =— jj-. 

Ainsi, la pente d'une droite est égale au rapport de la différence 
de niveau de deux points de cette droite à la distance horizontale de 
ces deux points. 

Problème IY. 

130. Construire V échelle de pente d'une droite. 
De la même formule on déduit 

B& — ka 



ab = 



P 



Ainsi, lorsqu J on divise la différence de niveau de deux points 
(Tune droite par la pente de la droite^ on obtient la distance hori- 
zontale de ces deux points. 
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On voit par là que, si Ton prend sur une droite quelconque 

AB (fig. 104) une série de points 
pig. 104. M> ^ p^ Q> tels que la diffé . 

rence de niveau de deux points 
consécutifs soit constante et 
égale à A, la distance horizontale 
d de deux points consécutifs est 

aussi constante et égale à - • 

V 




a m n 



En particulier, si on fait h= l m , on a 

v 

Ainsi, la distance horizontale de deux points d'une droite dont la 
différence de niveau est l m , est l'inverse de la pente de la droite. Et 
réciproquement, la pente d'une droite est Fimerse de la distance 
horizontale de deux points de cette droite dont la différence de ni- 
veau est l m . 

Si Ton considère les points d'une droite qui ont pour cotes 
des nombres entiers consécutifs, leurs projections partagent 
la projection de la droite en parties égales; et ces parties sont 
d'autant plus petites que la droite a une plus grande pente. Ce 
mode de division de la projection de la droite constitue ce que 
Ton nomme Yéchelle de, pente de la droite. 

131. Étant données les projections a, b, et les cotes A a, Bfr 
de deux points A, B d'une droite; il est facile de construire 
l'échelle de pente de cette droite. On cherchera d'abord la 
projection m d'un poiht M ayarit une cote entière Mm, au moyen 
de la formule 

, v Mm — ka 

établie au n° 127. • 

A partir de ce point m, on portera ensuite à droite et à gau- 
che sur ab, à la suite les unes des autres, des longueurs égales 
à la distance horizontale de deux points de la droite dont la 
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différence de niveau est 1"\ distance égale à -, c'est-à-dire à 

R , _. ; les points de division ainsi obtenus ont pour cotes 

les nombres entiers consécutifs ascendants ou descendants ; 
et l'on a ainsi l'échelle de pente de la droite. Ordinairement 
on partage l'une des divisions de cette échelle en 10 parties 
égales. 
On connaît, par exemple (fig. 105), deux points ayant pour 

Fig. 105. 

1— To'ZT— l V 1— T7TÏ— H-H-l-l-l-H-hh 



48 48 ' 57 49 50 51 5L48 52 53 

cotes 48 m ,67 et 51™,48 dont la distance horizontale est 56"; la 
distance du point 48,67 au point qui a pour cote le nombre en- 

33 

tier 49, est 56 x & . 4 q_L 4 q 67 =6 m » 2 ; et la longueur de chaque 
division de l'échelle de pente est 56x fct , Q — rr^r; = 19 m ,9. 

r 51,48 — 48,67 7 

132. L'échelle de pente une fois construite, on peut s'en 
servir pour résoudre immédiatement ce double problème : 
Connaissant la cote d'un point situé sur une droite donnée, trouver 
la projection de ce point, et vice versa. 

Supposons l'échelle de pente de la droite construite (fig. 106); 

Fig. 106. 

-H-H-l-H-H-l ™ 1 !" 



48 49 50 51 52 

on demande, par exemple, la projection m du point qui a pour 
cote 50 m ,34. Ce point m est entre les points 50 et 51, à une 
distance du point 50 qui est les 0,34 d'une division de l'échelle 
de pente; sur la division qui a été partagée en 10 parties 
égales, prenez avec un compas une longueur qui comprend 
3 de ces petites divisions, plus une fraction 0,4 de division que 
l'on évalue à vue d'œil; portez cette longueur sur la droite, 
à partir du point 50, du côté de 51, et vous aurez le point 
demandé. 



PLANS COTÉS. 



125 



Inversement, étant donnée la projection m d'un point de la 
droite^ trouver sa cote. On voit d'abord qu'elle est égale à 50 m , 
plus une fraction de mètre ; on évalue cette fraction en pre- 
nant avec un compas la distance du point 50 au point m, et en 
la portant sur la division de l'échelle partagée en 10 parties 
égales. On trouve 3 divisions, plus environ 0,4 de division; la 
cote du point est donc 50°',34. 



Problème V. 

133. Trouver l'inclinaison d'un chemin tracé sur un plan coté. 
Soit a b c dfxm chemin tracé sur un plan coté (fig. 107). 

Fig. 107. 




Pour trouver l'inclinaison du chemin entre les deux points 
A et B situés sur les courbes de niveau 80 et 75, que l'on sup- 
pose assez rapprochées pour que le chemin puisse être regardé 
comme sensiblement rectiligne dans cet intervalle, il suffit de 
construire un triangle rectangle BA'A, dans lequel le côté de 
l'angle droit A'B est égal à a&, et l'autre côté A A' est égal à 5 
mètres. L'angle ABA' est l'inclinaison du chemin. La pente 
du chemin entre les mêmes points est le quotient de 5 par la 
longueur ab. 
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Manière de représenter un plan. 

134. Un plan est déterminé lorsqu'on donne deux droites 
situées dans ce plan. On peut donc représenter un plan quel* 

Fi e- *°»* conque, sur un plan coté, 

par les projections et les 
échelles de pente de deux 
droites situées dans ce plan. 
Telles sont (fig. 108) les 
droites a b et cd 9 projections 
de A B et de CD. Si Ton joint 
les points (0,0), (1,1), 
(2,2),. .. des droites ab et cd, 
on obtient les horizontales 
du plan qui ont pour cotes 
0, 1, 2, ...; ces projections 
sont parallèles et équidis- 
tantes, et peuvent être pri- 
ses pour représenter le plan 
sur le papier ; celle qui a pour cote est la trace du plan sur 
le plan horizontal de projection. 

Outre l'avantage de montrer aux yeux d'une manière très- 
expressive la position du plan, ces parallèles permettent en- 
core de trouver immédiatement la pente d'une droite située 
dans le plan, quand on connaît la projection de cette droite. 
Soit, en effet, ab la projection d'une droite AB située dans le 
plan, p et q les points où elle rencontre les projections des 
horizontales 3 et 4, on obtient la pente de la droite en divi- 
sant la différence de niveau des points P et Q, c'est-à-dire l* f 
par la distance horizontale pq de ces points. 

138. Il suit de là que, si par le point m du plan on mène 
dans ce plan une droite quelconque ayant pour projection ma, 
1° la pente de cette droite est d'autant plus grande que la por- 
tion pq, comprise entre deux horizontales consécutives, est 
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plus petite ; 2° de toutes les lignes que Ton peut mener par 
le point m dans le plan, celle qui a la plus grande pente est 
celle dont la projection mf est perpendiculaire aux projec- 
tions des horizontales du plan. On a démontré (n° 19) que, 
dans l'espace, cette ligne de plus grande pente est elle-même 
perpendiculaire aux horizontales du plan. 

Étant donnée la projection de la ligne de plus grande pente 
d'un plan et son échelle de pente, il suffît, pour tracer les 
projections des horizontales équidistantes du plan, de mener 
par les points de division de la ligne de plus grande pente des 
perpendiculaires à cette ligne. Il y a un grand avantage à re- 
présenter un plan, sur un plan coté, par la projection de la 
ligne de plus grande pente, avec son échelle de pente. Cette 
échelle porte elle-même le nom d'échelle du plan, et pour la 
distinguer des échelles des droites , on la construit sur deux 
droites voisines et parallèles. 

Problème VI. 

156. Trouver l'échelle d'un plan passant par trois points donnés. 

Soient a, b, c les projections des trois points donnés. Sur 

la droite a b (fig. 109) je cherche le point d dont la cote est la 

Fi lQ9 même que celle du point c, et je joins 

cc'\ cette ligne est la projection d'une 
horizontale du plan. Je mène une per- 
pendiculaire quelconque mn kcc'\ c'est 
la projection d'une ligne de plus grande 
pente du plan. Cette ligne coupe l'hori- 
zontale ce' en un point c i9 dont la cote 
est la même que celle du point c ; elle 
coupe aussi l'horizontale du plan mené 
par le point b en un point 6 4 , dont la cote est la même que 
celle du point b ; on connaît aussi les projections et les cotes 
de deux points 6 4 et c 4 d'une ligne de plus grande pente ; et, 
par conséquent, on peut construire l'échelle du plan. 
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Fig. 110. 



••«/ » 



Problême VIL 

137. Deux plans étant donnés par leurs échelles de pente, con- 
struire la projection et Véchelle de leur intersection. 

Soient mn, pq (fig. 110) les projections des lignes de plus 

grande pente des deux plans. Je 
conçois un plan horizontal dont la 
cote est «; il coupe le plan mn 
suivant une horizontale ayant pour 
projection la perpendiculaire àmn, 
menée par le point qui a pour cote 
a; de même, il coupe le plan pq 
suivant une horizontale qui a pour 
projection la perpendiculaire hpq, 
menée par le point de cette ligne 
qui a pour cote «. Ces deux hori- 
zontales, étant dans un même plan, 
se coupent en un point A, qui a pour projection a, pour cote a, 
et qui appartient à l'intersection des deux plans. 

En imaginant de même un second plan horizontal ayant 
pour cote p , on obtient un second point B de l'intersection 
qui a pour projection 6, et pour cote p. 

On connaît ainsi deux points A et B de la ligne d'intersec - 
tion par leurs projections et leurs cotes; il est facile de con- 
struire l'échelle de pente de cette droite. On l'obtient d'ailleurs 
immédiatement en menant par les points de division de l'échelle 
mn des perpendiculaires à mn\ ces lignes coupent ab précisé- 
ment aux points de division de Péchelle de ab. 





Problème VIII. 

138. Connaissant Véchelle de pente d'un plan, la projection et 
F échelle d'une droite, trouver la projection et la cote du point où la 
droite perce le plan. 

Soient mn l'échelle de pente du plan, pq celle de la droite 
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(fig. 1 1 1), imaginons le plan qui a pour échelle de pente pq,et 

Fi g . m. construisons son intersection 

ab avec le plan mn. Prolon- 
geons cette droite ab jus- 
qu'à sa rencontre en r avec la 
droite pq\ la droite AB dans 
l'espace, étant située dans un 
même plan avec la droite PQ 
(le plan dont l'échelle de pente 
est pq), rencontre cette ligne 
en un point R, qui a pour pro- 
jection r ; cette droite AB étant 
d'ailleurs située dans le plan 
mn 9 le point R appartient à la 
fois au plan m n et à la droite 
PQ; c'est le point cherché. On obtiendra facilement la cote de 
ce point au moyen de l'échelle de pente de la droite PQ. 




Problème IX. 



150. Trouver l'échelle de pente d'un plan qui passe par un point 
dont on donne la projection et la cote, et est parallèle à deux droites 

dont on donne les projections et 
les échelles de pente* 

Soient a la proj ection du point 
donné A , dont nous représen- 
tons la cote par a ; mn etpqles 
projections et les échelles des' 
deux droites données (fig. 1 12). 
Par le point donné A, menons 
une droite M'N'parallèle à M N ; 
sa projection m'rt! est paral- 
lèle à mn, et les divisions de 
son échelle de pente sont 
égales à celles de l'échelle de pente de mn ; si donc on porte à 

9 
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partir du point a Sûr rh'ri, dans un sens convenable, une lon- 
gueur ub égale à l'une des divisions de l'échelle de pente de 
la ligne ron, on obtiendra la projection b du point B de M'N' 
qui a pour cote « + 1 . Par le point A menons de même une 
droite P'Q' parallèle à P Q , et portons sur cette ligne à partir 
de a une longueur ac égale à Tune des divisions de pq 9 nous 
aurons la projection o du point G de la ligne P'Q' qui a pour 
cote « 4- 1 . Le plan cherché contient les deux droites M'N', 
P'Q'» et par suite l'horizontale BG qui s'appuie sur ces deux 
droites; cette horizontale a pour projection 6c; si donc on 
mène une ligne rs perpendiculaire à 6c, on aura la projection 
d'une ligne de plus grande pente du plan. 

Par le point a, menons af parallèle à bc; cette ligne af est 
la projection de l'horizontale du plan, qui a pour cote a ; les 
points f et <;, où les horizontales af et bc rencontrent rs, sont 
les points de la ligne de plus grande pente qui ont pour cotes 
«. et a + 1 ; la longueur fg est donc égale à une division de 
l'échelle de pente du plan. 

Problème X. 

140. Étant données l'échelle de pente d'un plan, et la projection 
(f un point situé dam ce plan, mener dam ce plan une droite d'une 

' pente donnée. 

Fig. 113. r 

Soient mn l'échelle du plan, 
a la projection du point donné 
(fig. 11 3). Si l'on appelledla dis- 
tance horizontale de deux points 
de la droite demandée, tels que 
la différence de leurs cotes «oit 

1 m , on sait que l'on a d =t-. D'un 

P 

point p pris sur la projection 
d'une horizontale du plan, 
comme centre, avec une ouver- 
ture de compas égale à d, on décrira un arc de cercle qui cou- 
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pera la projection de l'horizontale suivante en q et q'\ fi du 
point a on mène des parallèles bc et bd à pq et pq' 9 on aura 
évidemment les projections des deux droites demandées» 

Pour que le problème soit possible, il faut que la longueur 
d soit supérieure ou égale à Tune des divisions de l'échelle du 
plan ; quand la longueur d est égale à Tune des divisions de 
l'échelle du plan, il n'y a qu'une solution, c'est la ligne de 
plus grande pente menée par le point a. 

Problème XI. 

* 

141. Tracer sur un plan coté un chemin t une rigole d'irrigation* 

Lorsqu'on veut tracer sur un terrain tm chemin ou une ri- 
gole d'irrigation, on fait choix d'une certaine pente, celle qui 
parait la plus avantageuse pour le but qu'on se propose, et 
Ton a à résoudre le problème suivant : par un point donné 

Fig. 114. 




du sol mener une ligne qui ait une pente uniforme égale à 
une pente donnée. 

Si le terrain est plan, la ligne est droite, et nous venons 
d'indiquer le moyen de la tracer. Si le terrain n'est pas plan, 
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on peut ramener . le problème au précédent, pourvu qu'on ait 
levé des courbes de niveau équidistantes, suffisamment rap- 
prochées. Considérons, en effet, le terrain représenté par la 
figure 114 7 et proposons-nous de mener par le point a une 
ligne dont la pente soit uniforme et égale à p. Soit d la dis- 
tance horizontale de deux points de cette ligne dont les cotes 
diffèrent de 5 m (distance constante, puisque la pente est uni- 

5 

forme) ; on a d = -. Du point a comme centre, avec une ou- 
verture de compas égale à d, décrivons un arc de cercle qui 
coupera la courbe 75 au point b; du point b comme centre, 
avec la même ouverture de compas, décrivons un arc de cercle 
qui coupera la courbe 70 au point c, et ainsi de suite; joignons 
ces points par un trait continu, nous aurons la ligne deman- 
dée. En effet, chacun des éléments de cette ligne, considéré 
comme sensiblement rectiligne, a la pente voulue p. 

142. Il est à remarquer que la question admet en général 
un très-grand nombre de solutions ; car il y a généralement 
deux chemins pour aller d'un point d'une courbe de niveau à 
la courbe immédiatement inférieure suivant une pente don- 
née. Ainsi, du point a pris sur la courbe 80, on peut aller à 
la courbe 75, suivant la pente voulue, par Tune des deux 
lignes ab ou ab'\ du point b on peut aller de même à la courbe 
70, suivant la pente voulue, par l'un des deux chemins bc ou 
bc\ etc. 

Le problème est impossible, quand la distance d est moin- 
dre que la plus courte distance des projections de deux courbes 
de niveau consécutives. — De toutes ces solutions, l'ingénieur 
choisira celle qui est la plus avantageuse, d'après la position 
du point d'arrivée, et les mouvements de terre à effectuer 
pour tracer la route ou le canal dans la direction projetée. 

145. Quand on laisse couler les eaux naturellement, elles 
suivent une ligne de plus grande pente, c'est-à-dire une ligne 
normale à toutes les courbes de niveau. La ligne de plus 



PLANS COTÉS. 133 

grande pente passant par le point a est amnpq; on l'obtient 
en menant du point a un premier élément am perpendiculaire 
à la courbe de niveau 75, du point m un second élément ron 
perpendiculaire à la courbe 70, etc. 

Problème XII. 

144. Construire une coupe verticale d'un terrain. 

Pour étudier facilement les sinuosités du terrain dans une 
direction donnée, on imagine une coupe verticale du terrain 
dans cette direction. Concevons, par exemple, un plan vertical 
qui rencontre le plan de projection suivant la ligne xx (fig. 1 10); 
ce plan coupe la surface suivant une ligne qu'il est facile de 
construire par rabattement. Il suffît, en effet, aux points où la 
ligne xx rencontre les courbes de niveau, d'élever des perpen- 
diculaires à cette ligne, et de porter sur ces perpendiculaires, 
à partir de cette ligne, des longueurs égales aux cotes des 
courbes de niveau, puis de joindre les points ainsi obtenus 
par un trait continu. 

Afin que ce dessin ne couvre pas le plan, ce qui produirait 
de la confusion, on porte les perpendiculaires à partir d'une 
ligne x'x' parallèle à x x et située en dehors du plan. En outre, 
pour faire tenir le dessin dans la feuille de papier, on diminue 
toutes les cotes d'une môme hauteur inférieure ou égale à la 
cote la plus faible. Ici on a diminué toutes les cotes de 65 m , 
ce qui revient à prendre pour plan de projection un plan situé 
à 65 m au-dessus du premier. On a construit de même la coupe 
verticale suivant yy\ et, pour rendre plus sensibles les sinuo- 
sités, on a pris l'échelle des hauteurs cinq fois plus grande 

que celle des lignes horizontales, —- au lieu de 



1000 5000 

PLAN, ELEVATION, COUPE. 

148. Le mode de projection développé précédemment peut 
encore être appliqué à la représentation géométrique de la 
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forme extérieure d'un bâtiment ou d'une machine. La projec- 
tion horizontale se nomme alors plan, la projection verticale 
élévation. Pour que ces projections aient toute la netteté dési- 
rable, on est souvent obligé de ne représenter sur une même 
figure que la projection d'une partie du bâtiment ou de la ma- 
chine; de sorte que l'ensemble esige plusieurs plans et plu- 
sieurs élévations. 

Mais les plans et les élévations ne font connaître ni la dis- 
tribution intérieure du bâtiment, ni la disposition des diffé- 
rentes pièces de la machine. On en complète la représentation 
géométrique à l'aide de coupes ou sections faites par des plans 
horizontaux ou verticaux convenablement choisis. 

146. Pour représenter un bâtiment et faire connaître tous 
les détails de sa distribution intérieure, on construit le plan 
de chaque étage, l'élévation de chaque face sur un plan pa- 
rallèle au plan de cette face, et une coupe verticale perpendi- 
culaire au plan de la façade principale. 

Les figures 1,2,3, planche VII, représentent le plan du rez- 
de-chaussée d'une maison, l'élévation de sa face principale, et 
une coupe verticale suivant la ligne ab. 

Tous ces plans sont levés par la méthode du levé au mètre ; 
par exemple, pour lever le plan du rez-de-chaussée, on choi - 
sit pour base la droite a b, qui passe par le milieu des portes 
des faces principales, traverse toute la maison et rencontre 
les traces horizontales des murs prolongés aux points d, f, k t 
dont on mesure les distances au point a, milieu de l'arête de 
la première marche de l'escalier. On détermine les points g 
et <f, h et h ', en mesurant leurs distances aux points d et f y 
les points l et V en mesurant leurs distances aux points f et k : 
on construit ces points, et on trace les droites gdy\ hfh', lkl\ 
ghl, <fh'V\ on mesure les épaisseurs des murs aux ouvertures, 
les distances gp t g'p', Iq, {y ; on marque les points p 9 p', q, q[ 
et on achève le tracé des murs en admettant que les faces 
d'un même mur sont parallèles. On détermine les extrémités 
o et c' de la première marche de l'escalier, en mesurant leurs 
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distances au point a et au point m, pris sur le prolongement 
de 6a à une distance connue de a. Gomme vérification, on me- 
sure les distances des points c et c f aux coins voisins de la 
maison. Les arêtes des autres marches étant parallèles à ce', il 
suffit pour les déterminer de mesurer les distances du point 
a aux points où elles sont rencontrées par la droite a b. 

On lève le second escalier de la même manière ; le levé des 
ouvertures et autres détails ne présente aucune difficulté. 

On opère de même pour une élévation ou une coupe, en 
s'aidant, pour prendre les mesures nécessaires, d'une échelle 
et d'un fil; on peut d'ailleurs simplifier ces opérations en 
admettant que les arêtes des murs, des portes et des fenêtres 
sont verticales, et les lignes d'assise horizontales. 

147. Pour faire le levé d'une machine, il faut avant tout 
examiner, avec un grand soin, quels sont les plans suivant 
lesquels on obtient les élévations et les coupes qui permettent 
le mieux de mettre en évidence les pièces importantes de la 
machine. Quant aux mesures nécessaires à la construction 
d'un dessin, on les obtient aisément à l'aide d'un fil, du com- 
pas ordinaire, d'un compas d'épaisseur, et d'un mètre. 

Les figures 4, 5, 6, planche V, représentent le plan, une 
élévation et une coupe verticale d'une pompe à incendie. 

La coupe verticale (fig. 5) fait voir comment, sous l'action 
du balancier DD, les deux pompes B, B puisent l'eau dans la 
caisse A pour l'amener dans le réservoir à air G, d'où la pres- 
sion de l'air la chasse dans le conduit E, par lequel elle s'é- 
chappe en jet continu. Le plan (fig. 4) achève de faire com- 
prendre la disposition des différentes parties de la machine 
par leur projection sur un plan horizontal. Enfin, l'élévation 
(fig. 6) montre la forme extérieure de tout l'appareil. 
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